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PROLOGO

El material matemético presentado en los textos corrientes
para los centros escolares superiores y los primeros cursos uni-
versitarios comprende el 4lgebra como parte fundamental de
Ias ciencias matemdticas, El algebra contienc los conceptos bé-
sicos para la comprensién de todos los temas mds avanzados
de las matemiticas, y se emplea la técnica virtualmente en
todos los cursos subsiguientes de algebra y analisis.

No obstante, del Algebra, considerada como materia de
ensefianza en escuelas superiores y primeros cursos universi-
tarios, se ha hecho gran abuso. El tiempo asignado a su estu-
dio es inadecuado con frecuencia para un régimen genuina-
mente bueno, y a veces 'no se explica o desarrolla el curso
completo, Esto se debe, en parte, al deseo de que los alumnos
empiecen cuanto antes los estudios del calculo infinitesimal.
‘También se debe, en cierto modo, a la presentacién de esta
asignatura, en todos los textos hasta ahora publicados, como
una coleccién de temas aparentemente no relacionados entre
si. Bl deseo de ensefiar el célculo infinitesimal lo mis pronto
posible conduce a frustrar sus propios fines. El desarrollo de
un curso de célculo infinitesimal dedicado a estudiantes cuya
preparacién bisica sea deficiente o insuficiente no puede ser
inteligible para éstos. Ademés, no hay raz6n alguna de que el
material del dlgebra no sea cohesivamente organizado.

Unos quince afios atras, el autor empezé a estudiar la
posibilidad de reorganizar el material de dlgebra para escue-
las superiores (college algebra) con el fin de presentarlo como
un todo completo y unificado. El resultado de este estudio es
el texto presente. Empezs por la formulacién de lo que se en-
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v PROLOGO

tiende que debe ser el minimo normal de exigencias para todos
los textos de estas escuelas (colleges). Estas son las siguientes:

1. Hay que presentar el material como un conjunto uni-
ficado y ordenado de la teorfa matemética.

2. Las definiciones y los teoremas han de exponerse con
exactitud. Las demostraciones deben presentarse siempre que
pueda esperarse que los mejores estudiantes serén capaces de
comprenderlas y que sacarin provecho para el mejor enten-
dimiento de los resultados. Donde se omita una demostracién
por cualquier razén o motivo, deberd hacerse constar clara-
mente tal omisién. Las demostraciones de casos especiales de
teoremas no deben ser presentadas como demostraciones de
los teoremas.

3. La técnica y los conceptos importantes del texto deben
hacerse destacar por la presentacién de un nimero suficiente
de ejemplos y ejercicios dirigidos a la ilustracién adicional en
Ia clase y en el estudio particular en casa. Tales ejemplos y
ejercicios deben poderse resolver siguiendo las explicaciones
y reglas del libro.

4. El texto debe contener una explicacion suficiente en
cada tema para la facil comprensién. Parece initil la presen-
tacién de problemas artificiosos para probar la habilidad ori-
ginal del estudiante en matemnucas, ya que éste puede

mejor el tiem) al estudio de temas
més adelantados que forman parte del material del propio
texto.

El lector pucde juzgar por si mismo lo bien que este texto
comprende tal minimo normal de exigencias. Parece que de-
bieran reunirse estas condiciones y pocos textos de esta cate-
gora de libros las retnen actualmente.

El 4lgebra superior tiene una unidad basica. Consiste en
un estudio de los sistemas numéricos de las mateméticas ele-
‘mentales, los polinomios y funciones aliadas, identidades alge-
braicas, ecuaciones y sistemas de ecuaciones. La unidad de
este texto concluye ajustando los temas comprendidos en el
4lgebra superior a este modelo, Asi el texto principia con tres
capitulos sobre los sistemas numéricos.
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El primer capitulo se dedica a los nimeros naturales ¢
introduce el concepto de contar o calcular, asi como la idea
fundamental de sucesién, que con tanta frecuencia aparece
en Como las y com-
binaciones no necesitan més que contar, estos temas !orma.x
parte del primer capitulo.

El segundo capitulo presenta la teorfa de la factorizacién
o descomposicién de enteros, el procedimicnto euclidiano para
hallar el miximo comin divisor y una regla para hallar todos
los divisores de un nimero entero. Estos conceptos y reglas
técnicas son antecedentes necesarios de la teoria de las raices
enteras de las ecuaciones con coeficientes racionales. Aunque
en la mayoria de los textos se presupone que ya los estudiantes
conocen tales conceptos y reglas, en realidad no existe una
base en que apoyar la suposicién de que la mayor parte de
los estudiantes los conozcan,

La teorfa de los némeros racionales, reales y complejos se
desarrolla en el tercer capitulo, Se presentan aqui la nocién
de logaritmo, de los signos de suma y producto y el concepto
de una sucesién convergente de nimeros reales. Asi, este ma-
terial constituye una base adelantada para el calculo.

El capitulo cuarto consta de una introduccién a la teoria

algebraica de los polinomios y las funciones ra-

cionales.

Los cuatro primeros capitulos comprenden, pues, no sola-
mente lo necesario para dotar al estudiante de conocimientos
nuevos, sino también material de repaso de las reglas técnicas
fundamentales del 4lgebra elemental.

El material usualmente titulado induccién matematica se
presenta aqui por lo que realmente es, una derivacién de las
f6rmulas de la suma por el empleo de la induccién matem4-
tica y las identidades algebraicas. Constituye entonces la pri-
mera parte del capitulo quinto relativo a Identidades y Apli-
caciones. Se incluyen también en este capitulo la identidad
conocida con el nomhm de Tmremn del bmamuz, y las Teo-
rias de las p que son de
las formulas de sumas.
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El capitulo sexto presenta la teoria general de las ecuacio-

es con polinomios como un caso especial de la teorfa de la

factorizacién (descomposicién en factores primos) de los po-
linomios.

El capitulo séptimo sobre las raices reales e las ecuaciones
reales contiene reglas técnicas que generalmente se dan en un
curso especial sobre la teoria de las ecuaciones; vale la pena
que el estudiante las aprenda o haga un esfuerzo para de-
ducirlas.

El capitulo octavo trata de los vectores en el plano y se
presenta como materia opcional. Se espera que este capitulo
sea una base para la futura unificacién de las matematicas
superiores (college mathematics). El capitulo principia_con
una deduccién de 1a ley del paralelogramo para la adicién
de vectores y la conexién de los vectores unitarios con las fun-
ciones La ley del se usa en-
tonces en una deduccién de las formulas para la rotacién de
Ios ejes en la geometria analitica plana. Estas férmulas con-
ducen a las leyes de la adicién de la mgonomemz tanto como
al teorema de De Moivre’ para los ntmeros complejos, y se
utilizan para completar los conocimientos de la teoria de los
radicales, que empezé en el capitulo tercero. La conexién de
estos temas muestra cuan estrechamente se relacionan el lge-
bra superior, la trigonometria y la geometria analitica, y es
de esperar que este capitulo pueda ser usado para inspirar
el procedimiento mejor y més ajustado en la ensefianza de
la trigonometria y la geometrfa analitica plana y del espacio.

El capitulo noveno contiene la teoria de los determinantes
y de los sistemas lineales. Se presenta la definicién inductiva
de un determinante y la técnica elemental de las transforma-
ciones para su cilculo. No hay ninguna razén para que se
limite el estudiante a los determinantes de dos y tres renglo-
nes. Los sistemas de ecuaciones lineales se resuelven mejor por
eliminacién que por determinantes, y el capitulo no debe dar
un relieve exagerado al método de los determinantes,

El capitulo iltimo es un experimento pedagégico. Ha habi-
do una gran demanda, e parte de economistas matematicos y
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psiclogos, de que se traten pronto los temas sobre matrices
y formas cuadréticas, También es muy de desear que tal estu-
dio preceda a un curso de geometria analitica del espacio. La
teorfa es un t6pico matematico avanzado sélo a causa de la
naturaleza abstracta de sus prucbas. La experiencia personal
del autor es que los teoremas y la técnica pueden ensefiarse
2 los estudiantes jévenes si no se intenta deducir resultados, y
por ello tal presentacién s ha hecho en este capitulo, siendo
de esperar que satisfard las necesidades de los que se dedican
a ciencias sociales, asi como que sera una base para el mejor
tratamiento de la geometria analitica del espacio.

ADRIAN ALBERT
CHicaco, Ire.
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CAPITULD PRIMERO

NUMEROS NATURALES

i i6n.  Las férmulas iticas pueden com-
pararse con piezas de maquinaria que trabajan sobre materias
primas para obtener de éstas productos acabados. En este
caso, tales materias primas proceden de los problemas que nos
presenta el mundo fisico, generalmente en forma de ntimeros.
Los productos acabados son las soluciones de los problemas.

Los nimeros que se emplean para este objeto son elementos
de ciertos conjuntos de niimeros designados como sistemas nu-
méricos. Las propiedades de estos conjuntos son las de las
materias primas. Por tanto es natural que se comience este
estudio con un examen amplio de las propiedades de los siste-
mas numéricos.

Las formulas son entramados matemticos en que entran
simbolos lterales. Se colocan o disponen las materias primas
en las piezas de esta i yse
los simbolos por niimeros. Luego las f6rmulas constan de letras
y simbolos mateméticos relacionados entre s, més bien que
de niimeros particulares, Claro esta que es solamente mediante
el uso de letras para representar nimeros no especificados que
se pueden obtener resultados de algin significado general.
Por ejemplo, la igualdad (5 + 3) (5—3) = (5-5) — (3+3)
es una relacién cierta, pero la igualdad formal (a + b)
(a—b) = (a-a) — (b b) denota un resultado verdadero
para todos los ntimeros a y b (Iéase el punto en a-a como
veces, o sea, multiplicado por).

1



2 NUMEROS NATURALES (Cap. T

Al usar letras como simbolos, es convenicnte elegirlas de
manera que sugicran cicrto orden. Asi sc pueden emplear a,
by ¢ para indicar que a s un primer niimero, b uno segundo
y ¢ uno tercero, De mancra semejante se pueden usar a, b, ¢ y
d para cuatro nameros, y a, b, ¢, d y ¢ para cinco. Otros con-
juntos de simbolos usados de este modo son: f, g, b, k; %, 3, 25
tu,vsijk mon, pogr, s tbu v,

Algunas veces cs deseable usar varios conjuntos de letras
para denotar ternas de nimeros relacionados de cierta manera.
Por ejemplo, sc pueden usar las letras a, b, ¢ para una terna
y 4, B, C para una segunda. El ntmero de tales sugestivas
combinaciones de que se puede disponer cabe aumentarlo me-
diante el empleo de letras del alfabeto griego, del cual va una
copia al final de este articulo.

La notacién a = b (que se lee “a es igual a b”) se usa para
indicar que los simbolos a y b representan ¢l mismo nimero.
Si el némero representado, por a es diferente del representado
por b, se escribe a % b (que se lee “a no es igual a b” 0 “a es
diferente de b”). Sia= by b= c, entonces a = c; se escri-
ben estas tres relaciones de igualdad en la forma a =b =
(que se lec “a es igual a b s igual a c”).

Muchas proposiciones o enunciados de resultados matemé-
ticos contienen la frase si y s6lo si. Tales proposiciones constan
realmente de dos partes distintas, y expresan que una conclu-
sidn, es decir, una wnsccuencia, es valida si y solamente si una
hipétesis, o sea, una suposicién, es verdadera. Esto ngmr ica,
primero, que si se hizo Ia suposicién, la conclusién seré vlida,
y se significa esto al decir que la suposicién es una condicidn
suficiente. También expresa que la conclusién no puede ser vi-
lida sin ser verdadera Ia hipdtesis, por lo que ésta es una con-
dicién necesaria, Luego las dos partes de la proposicién, hipé-
tesis y conclusién, pueden llamarse condiciones equivalentes.

Otra expresién que se encuentra con frecuencia en las cues-
tiones matematicas es la frase existencia de un elemento tnico
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con cicrtas propicdades determinadas. Esto es asimismo una
proposicién doble. Primero se dice que tal clemento existe, y
después se afirma que sélo un clemento tal existe. Por ejem-
plo, se tiene ¢l enunciado de que el nimero cero posee la
propiedad de que si sc le afiade a cualquier otro némero, , se
obtiene ¢l mismo niimero, a. Pero ningin otro néimero tiene
esta propiedad, y entonces se dice que existe un niimero wnico,
0,tal quea +0=a.

En el cuadro siguiente se da el alfabeto griego.

(May. indica maytscula; Min., minéscula)

May. | Min. | Nombre | May. | Min. | Nombre || May. | Min. | Nombre
Al a |Af I |« flotw [ P | p |Rho
B | B |Beta K | « |Kappa } Z | or | Sigma
Ty A | A |Lambdal T | r | Tau
Al 8 |Delta | M| u [Myomu T | v [Ipsilon
E| ¢ [Epsilon| N | » [Nyonu| & | ¢ |Phiofi
Z | ¢ |Zeta EU ¢ |Xi X | x (B
H| y |Ea | O | o [Omicron| ¥ [ y [P
0| o |Thea | IT| = |Pi 2 | o |Omegpa

2. Referencia de “curso COMPLETO” en titulos de articu-
los. El tiempo comtnmente asignado a un curso de 4lgebra
superior no es suficiente para desarrollar en clase todo el ma-
terial de estudio presentado en este texto. Sin embargo, parece
muy conveniente que el libro contenga este material a fin de
que el estudiante pueda valerse de él para fundar en una base
segura su preparacién para estudios més avanzados de mate-
miticas. Por consiguiente, se han afiadido sugestiones para
desarrollar plenamente el tema en aquellos articulos para cuya
exposicién en clase no es bastante el tiempo disponible.

Todos los articulos empiczan con el correspondiente titulo
expresivo de su contenido y deben estudiarse totalmente en
clase, con excepcién de los que llevan la expresién curso
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comPLETO, afiadida entre paréntesis, pues en este caso se pre-
sentan, por lo general, sélo como materia de lectura para la
clase.

Algunas indicaciones de CURSO COMPLETO en los encabe-
zamientos de articulos figuran en los tres capitulos primeros
de la obra, en los que se trata de los sistemas numéricos del
Algebra. La mayoria de los autores de textos de esta clase pre-
supone que la materia de estudio de tales temas fue aprendida
con anterioridad. Puede considerarse, en sentido muy amplio,
como materia de repaso o de recapitulacién, En capitulos sub-
siguientes, algunos articulos con la mencidn de CURsO cOM-
PLETO contiencn técnicas que pueden ser interesantes para los
estudiantes y a las que se debe prestar atencién en clase si el
tiempo lo permite. La eleccién de tales temas adicionales se
deja a la discrecion del profesor. Téngase en cuenta que son
totalmente de esta clase los capitulos VIIT y X. Finalmente,
algunos articulos de CURso coMPLETO contienen demostracio-
nes rigurosas y necesariamente implicadas de teoremas que se
presentan, con ejercicios, en otros articulos. El autor recomicn-
da la omisién de estos articulos.

La omisién de todos los articulos de CURSO COMPLETO no
estorbara la continuidad del desarrollo de la asignatura y el
texto serd tan completo como los usuales de esta clase.

3. Nimeros naturales. Los simbolos usados para contar
se llaman nimeros naturales o niimeros enteros naturales. El
conjunto de todos estos némeros puede concebirse como una
sucesi6n sin fin de los simbolos

(1) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10...

(leyendo los tres puntos finales, aqui y en adelante, como
“etcétera), y esta disposicién en linea o sucesién es una base
para la definicién intuitiva del sucésor de un nimero natural
como el nimero natural colocado inmediatamente a la derecha
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de él en 1a linea de sucesién (1). Hay que distinguir el némero
entero cero, 0, de todos los otros y a éstos llamarlos nime-
os enteros positivos. Ahora se procederd a dar lo que se llama
(por los Aticos) una itica del con-
junto de todos los niimeros enteros positivos en términos del
concepto (indefinido) de sucesor. Se considerard aquf esta ca-

como un iado de las propieda-
des de los niimeros naturales.

Todo nimero entero positivo tiene un tinico entero positivo
como sucesor suyo, y dos enteros tienen el mismo sucesor sélo
cuando los dos son el mismo entero. El nimero 1 se diferencia
de todos los otros positivos enteros en que £l es el tinico entero
positivo que no es sucesor de un entero positivo.

Ahora se completaré la caracterizacién anterior con el muy
importante Principio de la induccién matemdtica.

Princreio 1. Sea K un conjunto de niimeros enteros po-
sitivos tal que 1 estd en K, y los sucesores de todos los nimeros
en K estdn en K. Entonces K es el conjunto de todos los en-
teros positivos.

Este principio es el enunciado matematico formal de la
nocién intuitiva de que se llegaré a un néimero entero positivo
cualquiera de la citada sucesién de los niimeros naturales
si se empieza en 1y se repite el proceso de tomar sucesores.
Establece que en un argumento matemtico en que se quiere
mostrar que todos los niimeros enteros positivos se pueden
alcanzar, es suficiente mostrar que los dos procesos de empezar
con 1y de tomar sucesores son admisibles. Este principio se
emplea con gran frecuencia en matemticas, siendo tan natu-
ral su uso que uno es apto para hacer aplicaciones de &l sin
darse cuenta de que las hace,

4. Adicién y multiplicacién (curso comprero).
suma a + b de dos néimeros naturales cualesquiera a y b puede
definirse inductivamente. Se define a + 0 como igual a a, y
a + 1 como el sucesor de a. Esto lleva a la introduccién de la




6 NUMEROS NATURALES [Cap. 1

notacién a + 1 para el succsor de a. Se completa esta defini-
cién inductivamente definiendo

(2) a+ (k+1) = (at+k) +1.

La aplicacién intuitiva de esta definicién entonces establece
que para hallar la suma a + b de dos nmeros naturales cva-
lesquiera a y b, en cada caso en que b0 6 1, se usa la
f6rmula anterior con k = 1, 2... (que s lee “k es igual a 1,
2, etc.) hasta llegar a a + (k + 1) con k + 1 = b, Por su-
puesto, éste no es el procedimiento aritmético elemental para
hallar sumas. Este dltimo usa el concepto de digito y una
tabla de sumar los enteros 1,2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9. Sin embargo.
este procedimiento est4 basado en la definicion que se acaba
de dar.

El producto a0 de un nimero natural cualquiera a por cl
nimero 0 se define como igual a 0; el producto al de a por
1, como igual a a. Luegq se define el producto ab, tnico, de
dos némeros naturales cualesquiera inductivamente por la
férmula siguiente:

() a(k+1) =ak+a.

Esta es la base del procedimiento aritmético para formar pro-
ductos, que usa digitos y una tabla d multiplicar.

5. Leyes de la adicién y la multiplicacién. El sistema de
todos los nimeros naturales es un conjunto de niimeros en
que la suma a + b y el producto ab de dos niimeros cuales-
quiera del conjunto son nimeros unfvocamente determinados
del mismo conjunto. Todos los sistemas numéricos del 4lgebra
elemental tienen estas dos propiedades, y en todos los casos
Ias operaciones de adicién y la multiplicacién son tales que
se siguen ciertas leyes. A continuacién se pasa a enunciar estas
leyes como propiedades de los sistemas de nimeros, sin tratar
de demostrarlas.
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LEYES DE LA ADICION

L Lev conmutativa, La adicidn es conmutativa, es de-
cir, cada suma a + b es igual a b + a.

11 Lex asociaTiva. La adicién es asociativa, esto es, cada
suma (a+b) +c es igual a a + (b +c).

TIL. LeY DE IDENTIDAD PARA LA ADICIGN. El elemento 0
tiene la propiedad de que cada suma a + 0 = a.

IV. Lex ve canceiacién. Si a+b=a+c, entonces
b=c.

Las propiedades 111 y IV ticnen anilogas que son conse-
cuencias de la I De las 11T y I sc obtiene 0+ a = a para
cada a, mientras que de la IV y Ja I se ve que si b +a=
¢+ a, entonces b = c.

LEYES DE LA MULTIPLICACION

V. Ley . La iplicacién es
esto es, cada producto ab es igual a ba. )

VI. Ley Asocativa. La multiplicacién es asociativa, esto
es, cada producto (ab)c es igual a a(be).

VIL LEY DE IDENTIDAD PARA LA MULTIPLICACION. El ele-
mento 1 tiene la propiedad de que cada producto al = a.

VIIL LEY DE CANCELACIGN. Si ab = ac y a 5 0, enton-
cesb=rc.

Si a es un nimero cualquiera y a + b = a, entonces se
usa la ley de identidad para la adicién para obtener a + b =
a + 0. Por Ia ley de cancelacién para la adicién se tiene b = 0.
A se tiene el siguiente:

Teorema 1. Una suma a + b = a si y solamente si'b = 0,

Este resultado es un teorema de unicidad. Expresa que hay
un némero y solamente uno, b, tal que a + b = a. Un razo-
namiento parecido se hace para los productos con a 0.
Luego, si ab = a, se tiene ab = al, b = 1. También, si ab = 0
y a0, se tiene ab = a0 y b = 0. Se exponen estos resultados
como sigue:
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Teorema 2. Un producto ab = a 40 si y solamente si
b = 1. Un producto ab = 0 si y solamente sia =00b = 0.

La adicién y la multiplicacién se combinan en la tltima de
las leyes:

IX. Ley oistrisutiva. Cualquier producto a(b + ¢) =
ab + ac.

El lector acostumbrado al algebra clemental siente como
si no hubiese necesidad de proponer estas leyes asf formalmen-
te; sin embargo son las propiedades basicas de todos los siste-
mas numéricos que se tratarn y deben aprenderse forual-
mente como tales. Requieren por lo menos la misma atencién
en las aplicaciones del 4lgebra que las reglas consideradas
como imprescindibles para las jugadas en el ajedrez o en otro
juego cualquiera,

EJERCICIOS ORALES

L Do culles leyes sc puede cbtener la deducrién de que
(b+ c)a= ba+ c

2. User-lay leyu para ‘probar que (a + b) (c + d) = ac + be
+ ad + b

3. lmerc-mhur Tos papeles de la adicién y la multiplicacién en
Ia ley distributiva y obtener una férmula anloga no vdlida para los
‘némeros.

4. Usar el resultado del ejercicic oral N* 2 para calcular (a +
b)(a+b) y (a+b)(a+b)(a+b) como sumas de productos de
las aes y las bes.

5. Sise expresa (a + b) (¢ + d) (¢ + f) (g + h) como una suma,
¢cufntos términos tiene?

EJERCICIOS

1. Usando a ley distributiva, expresar las sumas siguientes como
productos de dos factores:

(&) 2¢+2y (1) xy+ 2y +7y
(b) za+ya (g) 6ax+ 12bx + 3¢

(c) 3xa+3ya (h) 4a+8b+16c+32

(d) Sab+6ac (i) (x+3)2+ (x+)3b

(e) 6xy+8y () (2x+3y+2)3x+2(2x + 3y + 22y
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2. Usar el resultado del ejercicio oral némero 2 para expresar
las sumas siguientes como productos de dos factores:

(4) ax+by+ay+bx (h) 2ac + 4ad + 2bd + be +
(b) ab+a+b+1 2240 bt 2d+1
(c) 6ab+4b+9 6 ay + bx + 3y
(d) 25+ 2 +xy+d icat4x+ 2+ 65+ 8
(e) 6st+8+9+12 () ax+ay+az+ bx + by
(f) 4ab+12a+0b = " Fortextoyteat
(¢) ac+bc+altod+a atbtetxtrz
+tbte+d+l +1 )

6. Ordenacién de los nimeros naturales (curso cod-
rLeT0). i ¢y a son nimeros naturales tales que ¢ es la
suma a + b de ay un nmero entero positiv. 5, se dice que ¢
es mayor que a, y se escribe

c>a

El néimero ¢ estd entonces a la derecha de a en la sucesién
(1) de los némeros naturales. Cuando a esté a la izquierda de
¢, se dice que a es menor Jue ¢, y se escribe

a<e

‘Todos los estudiantes deben conocer estas notaciones.

Dos nimeros naturales cualesquiera a y ¢ se relacionan de
tal manera que una y solamente una de las pri- iodades a = c,
4> ¢, a< ces verdadera, Ademis, la relacion expresada por
mayor que sc llama relacion transitiva, es decir, si ¢ > b y
b > a, entonces ¢ > a. Se comprucba esta observacién fijén-
dose en que ¢ > b significa que ¢ = b + g, donde g es un
entero positivo; b > a significa que b = a +- it, dnde h es un
entero positivo. Entonces ¢ = b+ g = (a+h) +g=a+
(h + g). Como h + g es positivo, ¢ > a. Es costumbre indicar
que ¢ > by b > a escribiendo

c>b>a
(léase “c mayor que b mayor que a”), y es importante enton-
ces saber que esto significa también que ¢ > a.
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Una relacién que posea las propiedades descritas en el
phrrafo anterior se llama una relacién de orden, y un conjunto
en el cual se tenga una relacién de orden definida para toda
pareja de sus elementos se llama un conjunto ordenado. Todos
los sistemas numéricos que aqui se estudiardn, excepto el Gl-
timo, son ordenados. Este Gltimo sistema numérico no orde-
nado se llamark €l conjunto de todos los nimeros complejos.

Una notacién que indica la propiedad de que a no es ma-
yor que ¢ s a b ¢ (que se lee “a no es mayor que ¢*). Esta
propiedad tiene lugar solamente cuando ¢ = a o bien ¢ > a,
siendo a y ¢ nmeros naturales (o bien clementos de los siste-
mas numéricos ordenados que se considerarin més adelante).
Entonces se escribe

cZa

(que se lee “c es mayor que o igual a a”). En el caso de los
niimeros naturales, la condicién ¢ == a es equivalente a la pro-
picdad en que ¢ = a + b donde b es también un nimero na-
tural. La propiedad es idéntica a

ase

(que se lee “a es menor que o igual a ¢*). También si ¢ = b
y b= a se tiene ¢ = a, y asi se escribe

c=b=a

Cuando s aplican las notaciones ¢ = 0 y ¢ > 0 a néimeros
naturales ¢, tales notaciones significan solamente que ¢ es un
nimero natural en el primer caso y que ¢ es un entero positivo
en el caso tltimo.

La relacién ¢ = a se llama desigualdad, Cuando se tiene
una relacién de tal naturaleza y se muestra que se puede reem-
plazar por ¢ > a, se dice que se tiene una desigualdad refor-
zada. Asi, ¢ > a se llama una desigualdad fuerte, y ¢ = a una
desigualdad débil. Las desigualdades ¢ = b = a implican la
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igualdad ¢ = a si y solamente si ninguna de las desigualdades
¢=byb=aesuna desigualdad fuerte.

El principio de la induccién matemitica puede enunciarse
en otras dos formas dtiles que deben aprenderse a titulo de
GURSo comPLETO, Son las siguientes:

PriNcieio 2. Sea K un conjunto de nimeros enteros po-
sitivos que contenga el nimero 1. Supéngase que siempre que
un entero n s tal que todos los enteros menores que n estdn en
K, entonces n estd en K. Entonces K es el conjunto de todos
los enteros positivos.

Principio 3. Cada conjunto de nimeros enteros positivos
contiene un entero minimo,

El principio 3 expone que en cada conjunto X de némeros
enteros positivos hay un entero ¢ tal que si k es un entero de
K, entonces k = ¢. No se tratard aqui de obtener cada una
de las tres formas del principio de induccién matemtica a
partir de uno cualquiera de ellos.

7. Sustraccién (GURsO® COMPLETO). Siempre que ¢ = a,
hay un némero natural b tal que ¢ = a + b. Ese niimero se
llama diferencia entre ¢ y a, y se escribe

0] b=c—a

(se lee “b es igual a ¢ menos a”), y se dice que b es el resul-
tado de restar a de ¢. Si a = ¢, la diferencia
(5) c—a=0.

Por otra parte, b = ¢—a es un niimero entero positivo.

Sic=b+gyb=a+h, entonces c= (g+h) +ay
¢—a=g+h. Cuando h >0, se tiene g + h > g, b—a=
h, c—a>b—a. En cualquier caso c—a=b—a, y se
tiene el resultado que se enuncia como sigue:

‘corema 3. Sean a, b, ¢ nimeros naturales tales que

c=b=a. Entoncesc—a=b—a=0yc—a>b—asi
c>b.
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Es muy importante recordar que si a > ¢ la diferencia
¢—a, como nimero natural, no existe. En el capitulo IT se
extenderd el sistema numérico de tal manera que en el nuevo
sistema habré todas las diferencias b—a. Recuérdese que c—a
representa un némero b tal que ¢ = a + b.

8. Divisién. Sean a y b nimeros naturales. Entonces se
dice que b divide a a si existe un ntimeronatural ¢ tal que
(6)
Cuando sucede esto, se dice que b es un factor o divisor de a
¥ que a tiene una factorizacién @ = be. Entonces ¢ es también
un factor de a.

Si b=0, el Gnico némero natural a tal que a = Oc es
a= 0. Por lo tanto, 0 no divide a ningiin nimero, excepto a
st mismo. Por otro lado, si @ = 0, entonces a = b0 para cual-
quier b. Luego, cualquier nimero natural divide al cero. De
esto se deduce que el simbolo

be.

a
+
que se llama el cocients ¢ de a = b entre b, no tiene signifi-
cado cuando b = 0y a7 0. Ademds, cuando a = b = 0, este
cociente representa todos los néimeros naturales. En la solucién
de un problema mediante una divisién se requiere que a la vez
Ia respuesta exista y que sea tinica, y cuando b = 0 no se sa-
tisface alguno de estos requisitos, Esto es lo que se conoce como
el principio de que la divisidn entre cero es imposible.
Cuando b = 0, el cociente ¢ es tinico. Por la ley de Ia can-
celacién para la multiplicacién se establece que.si b0 y
a = bc = bd, entonces ¢ = d. Sin embargo, puede no existir
¢ en la serie de los nimeros naturales. Por cjemplo, témese
a=1yb=2 Este es el motivo de la extensién que se dard
en el capitulo I11 al conjunto de los enteros para obtener un
sistema de niimeros que incluya todos los cocientes y llamado
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el conjunto de todos los nimeros racionales o de todas las
fracciones.

9. Potencias. La distincién esencial entre los productos
ab'y ba consiste en el orden de los dos factores a y b. La dife-
renciacién entre a(bc) y (ab)c consiste en el agrupamiento
de los factores. Las leyes conmutativa y asociativa se pueden
combinar y extender a productos con-cualquier nimero de
factores, como se establece en el siguiente:

Teorema 4. El valor de cualquier producto es indepen-
diente tanto del orden como del agrupamiento de los factores.

En forma semejante se ve que el valor de cualquier suma
¢s independiente tanto del orden como del agrupamiento. Si
hay juntan:ente sumas y productos, el valor depende de la lec-
tura de la expresién que se hara como una suma de productos
(los productos podrian contener sumas) y del uso de la ley
distributiva.

En un producto de n factores todos iguales a a, la inde-
pendencia de los agrupanientos implica la existencia de un
valor comiin para todos estos productos. Este valor se deno-
mina la endsima potencia de la base a y se designa por

&

(léase “a a la enésima potencia”). Aquf n es cualquier entero
positivo y se llama el exponente de la potencia a*. Por ejemplo,
se establece que el valor comin de (aa) (aa) = afa(aa)] =
al(aa)a] = [a(aa)]a es a*. Asi, cualquier potencia de 0 es 0.
e modo que no serd necesario considerar potencias de cero, ya
que con s6lo que un factor sea cero, el producto es cero. En
lo sucesivo, los productos comprendidos en este articulo serén
considerados como productos de enteros positivos.
Esta definicién de potencias se extiende diciendo (no com-
probando) que

(@] a

(a5£0).
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Por lo tanto, ya s ha definido a* para cada nimero natural n
y para todos los enteros positivos . Un producto be de b = a»
¥ ¢ = am es el producto de m + n factores todos iguales a a.
Por el teorema 4 sc tienc la primera ley de los exponentes,
expresada simplemente como

(8) aram = qn+ m,

Esta f6rmula se puede expresar con palabras diciendo que
el exponente del producto de potencias del mismo nimero es la
suma de los exponentes de los factores.

Un producto ¢® de m factores todos iguales a ¢ = a” es cl
producto de 7+ n + ... + n (léase “n mis n, y asi sucesiva-
mente, més n”) factores a. En esta suma hay m términos y,
por lo tanto, su valor es nm. Luego,

9) (a")™ = am.

Nétese finalmente que a"b® es el producto de n factores a
y el mismo némero de factores b. El producto (ab)" tiene
exactamente los mismos factores que a%h", pero con distinto
orden de agrupamiento. Por el teorema 4 se tiene la tercera ley
de los exponentes
(10) a%bn = (ab)*.

Es decir, la enésima potencia de un producto es el producto
de las enésimas potencias de los factores. Esta ley se deriva
aquf para todos los niimeros naturales n.

EJEREICIOS

1. Los siguientes productos se pueden expresar como productos
de las potencia de 2, 3, 5, 7 por medio de la factorizacién y del uso de
las leyes de los exponentes, Dar las expresiones:

a) 2.5.4-(14)- (35
-5y
O (@ r) -[2:9- (10)7
¢) 3.5.7.9.(49)- (25) k. (24) - (21) - (28) - (105)
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2. Usese la formula (9) y héllese un entero positivo x tal que

8. 34(y)

10. Resumen. En los articulos anteriores se definié el
concepto de los ntimeros naturales y sc explicé como se reali-
7an las operaciones de adicion, multiplicacién, sustraccién y
divisién de los mismos. También sc presentaron las propicda-
des fundamentales de estc sistema numérico que consta de
todos los ntimeros naturales con nucve leyes de la adicion y

se tres leyes de éstas
para los exponentes. Se demostré que este sistema numérico
era ordenado y se dieron el principio de la induccién mate-
mética y dos consecuencias. Finalmente se definieron los tér-
minos diferencia y factor, (o divisor) y se observé que la sus-
traccién y la division de los nimeros naturales no es siempre
posible.

En estos articulos Gnicamente se presentaron los ejercicios
anteriores relativos a las leyes de los exponentes y a la ley dis-
tributiva. Posteriormente se presentarin algunos ejercicios re-
ferentes a los cambios de paréntesis, corchetes y llaves para el
uso de las leyes fundamentales.

EJERCICIOS ORALES DE REPASO

1. Ennciese el principio de la induccién matemética y sus dos
sustituciones.

2. Sea K un conjunto de enteros pares. ¢ De qué dos hipdtesis se
desprenderfa, por el principio de la induccién matemética, que K es
el conjunto de todos los enieros pares?

3. 4De qué dos hipbtess se seguiria que un copjunto de enteros
nones es el conjunto de todos los enteros nones

4. Eninciense las cuatro leyes de la ulxuén_
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5. Enunciar las cuatro wcyes de la multiplicacin.

6. Dar todos los agrupamientos posibles del producto abed.

11. Sucesiones finitas. El resto de este capitulo abarcara
Gnicamente temas relativos a la numeracién que requicran el
uso tinico de néimeros naturales. Los conceptos de numeracién
presentados en este articulo son de la mayor importancia en
las matematicas,

El procedimiento usado en la numeracién de los objetos de
un conjunto de cinco objetos se puede describir en términos
de una notacién que tiene muchos usos en esta materia. Se
empezard por escoger el primer objeto y representarlo por el
simbolo a; (léase “a subuno” o simplemente “a uno”). Enton-
ces se puede pensar en a, como en el nombre del primer ob-
jeto. El segundo objeto se denominara as, despus se designa-
ran el tercero con as, el cuarto con a, y el restante con as. De
esta manera se acaba el conjunto, esto es, se emplean todos sus
clementos (0 sea, objetos) y también se completa la enumera-
cién, Este proceso de enumeracién se conoce como el de esta-
blecer una correspondencia entre los cinco objetos y los enteros
1,2, 5,4, 5. La correspondencia es biunivoca, o sea, cada
objeto tiene que corresponder precisamente a un entero posi-
tivo, y cada uno de los enteros positivos a un solo objeto.

La notacién usada se puede emplear cuando se tiene un
conjunto de 7 objetos, donde n es cualquier entero positivo
no especificado, En este caso, el conjunto es designado de tal
‘manera que los nombres de sus objetos son

(1) @1, @z, ..y Gn

(1éase “ay, as, hasta a,”). Aqui a; es el primer objeto, a; es el
segundo, ay es el Gltimo o el enésimo. Los tres puntos repre-
sentan objetos numerados pero que no pueden mencionarse
explicitamente porque no se ha especificado n. Un renglén de
simbolos como los de la férmula (11) es usualmente llamado
sucesién finita (o sblo sucesién), y los simbolos ay, @, y asi
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sucesivamente, sus términos. Se puede sustituir la letra a por
la by usar la notacién by, ., bay © bien by, ba,..., bu
Desde luego, pueden usarse otras letras,

Para referirse a un término arbitrario de una sucesién
(11), se dice el i-ésimo término. Este es el término a;, donde
i s el simbolo que representa a cualquiera de los enteros 1,
2, ..., n. Este término también se llama término general de la
sucesion. Puede no usarse la letra i y hablar del j-ésimo tér-
mino, aj, o del k-ésimo término, ax. Es importante comprender
que, aun cuando a; es cualquier término, la i se usa para re-
presentar la numeracién suscrita, esto es, un entero positivo.
Los simbolos para representar los enteros se limitan general-
mente a i, j, k, m, m, p, q, 7,5, 0 t. Se pueden emplear otras
letras, pero la x, 9, z son raramente usadas para este propésito.

A veces, con el término a; se hace referencia a cada uno
de los téminos de una sucesién ay, as,. .., an. Por ejemplo,
puede desearse indicar que todos los términos son enteros, En-
tonces se dice que todos fos términos a; son enteros. Posterior-
mente se dird que, a partir de cierto lugar, as tiene cierta
propiedad. Esto significa que hay un entero positivo & tal que
todo a; tiene la propiedad indicada para todos los enteros
i=k

i=

=

En la notacién de una sucesién se tiene el término a. Sin
embargo, se debe aclarar que si posteriormente s especifica
que n = 1, la consecuencia seré que a; = a; = a.

En la teoria de los polinomios, que se tratard més adelan-
te, serd preferible empezar las sucesiones con el simbolo g,
més bien que ay. La notacién para tales sucesiones sera:

(12) o, 81y . .y G,

Aqui g es el primer término, a, es el segundo, ay es el témmino
(i+1), ay es el término (n+ 1). La sucesién tiene n + 1
términos, También se puede escribir

(13) s, Goy -, On
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para representar una sucesion en que 725 y en que el ni-
mero de téminos no es u sino #— 4. Por cjemplo, se puede
querer hablar de la sucesion que conste de todos los términos
de la férmula (11) que estin después de a,.
La notacién

(14) a |
(léase “a; para i igual de uno a n”) piicde ser empleada cn
vez de @i, as, . . ., a, y la notacién

@ (=0,1,...,m),
en lugar de ag, ay, .. ., a. Asi, se puede usar la notacién
(15) a (i=5,..,m)

para la sucesién as, ac, .. ., a,

Las notaciones para las sucesiones se pucden aplicar a mu-
chos casos. Un ejemplo es el de la notacién que se puede
emplear para los digitos de un entero positivo a de n digitos.
Se escribe .

a= (G, a5 ., a).

Entonces a; es el digito del extremo izquierdo, a, es el siguien-
te, y asi sucesivamente. En este caso todo a; es un entero cual-
quiera de 0, 1,2, 3,4,5,6,7, 89,y a no es cero,

En el caso anterior,  es un simbolo que denota toda la
sucesién de n objetos, lo que se indica poniendo la sucesién
entre paréntesis.

Al final del articulo siguiente se incluyen ejercicios para
probar si ¢l estudiante comprendié la notacién de las suce-
siones.

12. Sucesiones infinitas. Se puede considerar que existen
sucesiones que no tienen fin, las cuales se denominan sucesiones
infinitas, Una de estas sucesiones es la de los némeros natura-
les dada por la férmula (1).

Las sucesiones infinitas representan conjuntos de objetos
que no pueden ser contados en el sentido de los procesos de
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notacién limitados, pero que son numerables porque pueden
ponerse en correspondencia biunivoca con la serie de todos los
enteros positivos. Tales con]unlm se denominan numerables
y sus objetos forman sucesiones infinitas

(16) a, a:

(16ase “ay, az, y asi sucesivamente”). El térinino general de una

sucesién infinita usualmente se designa por a, (mejor que por

. Como anteriormente, se pucden usar b, bz..., 0 a
L0

(17) an (=i 2
(léase “n igual a 1, 2, y asi succsivamente”), o finalmente
(18) an (n=0,1...).

Las notacioncs de las sucesiones son tan frecuentemente
empleadas en dlgebra que es de gran importancia para los es-
tudiantes conocerlas perfecfamente. Con el fin de obtener la
facilidad deseada, a continuacién sc presentan los siguientes
cjercicios.

EJERCICIOS ORALES

1. Qué es ny qué son @, as.. ., ax para las siguientes sucesiones
finitas:

(&) 1,3,57,9 11

() 1,2,2,5,8,4,56

(c) 5,3,5,3,9,338

(d) 1,2,1,2,1,21,21,2

2. Dar la férmula para el término a, de las siguientes sucesiones
infinitas:

(a) 1, (la sucesién de enteros positivos)

(5) 2, . (la sucesién de enteros positivos pares)
(c) 0,246, (h sucesién de nmeros naturales pares)

(@ 1,6 1,1 la sucesién cuyos nimeros difieren en

cinco).
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EJERCICIOS
1. Enumerar los valores de a,, a;, a;, a,, as de las sucesiones cuyos
términos generales se dan por las siguientes férmulas:

(a) a=2n (g) an=naw.para n>1,
(b) a=3n+2 =2

(c) n—1 (h) n,.. para n > 1,
(@) n+ 1)

(e) 2m+1)(3n—1) (i) + au-s para
(] -1+ 21— A

a
> hasi 0

n+ p1mn>2,
1

2. Sea una sucesién by, bi.e tal que bo= gy, ba = auss para
nes del e)crc ID 1. Escribanse las férmulas co-

rrespondientes para be.

3. Eseribanse los términos quinto, sexto, séptimo, octavo y noveno
de la sucesién by, bs... formada de cada una de las sucesiones del
ejercicio 1 por el empleo de las férmulas by = a, by = 2a,—au,
para toda n > 1

con se dan los seis primeros términos de una su-
cesitn. Hallese Ia formula para ax en funcién ' = que satisfaga estos

(a) 1,4,7,10,13,16 (e) 2:1,4-3,6.58.7,
-9, 1211

(b) 5,9,13,17,21,25

(e) 2~1,3-2,4~3,s-4,
6.5

(d) 0,3:1,4.2,5.3,6.4,
7.

5. Usénse las férmulas obtenidas en cada uno de los incisos del
ejercicio 4 y héllense los valores de ax y la férmula para au..

6. Los términos de una sucesién finita de seis términos son 1, 2,
5, 3, 4, 2. Definir una nueva sucesién bi, bs..., be con by = a,,
ba = aa + rba-y para n > 1. Hallar los términos de la sucesién de

e s

(@) r=1 . () r=4 () r=0

(b) 2 (d) 10 ) 5

13. Numeracién de parcjas. La notacién en las sucesio-
nes se puede usar para contar el nimero de parejas de objetos
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cuando el primer objeto en la pareja puede ser uno tualquiera
de n objetos d.dos y el segundo uno cualquiera de m objetos
también dados. Los objetos del primer conjunto se designan
@y, @a, ..., @n y los del segundo, by, bs, ..., bm. Entonces los
pares son (a;, b;), donde i tiene cualquier valor entre 1y n
y j cualquier valor entre 1 y m. Existen entonces m conjuntos
de parejas y cada uno de ellos consta-de n parejas (as, by),
(as, b5),- - » (am bs). Por tanto, hay nm parejas en conjunto.

En un caso especial s pueden numerar las parejas (a,b).
Hégase asi en el caso en que @ puede ser cualquiera de los en-
teros 1,2, 3,4, 5, y b cualquiera de los enteros 6, 7, 8. Enton-
ces las parejas se encuentran en tres conjuntos, cada uno de
los cuales consta de cinco parejas. El primer conjunto consta
de las parejas (1, 6), (2, 6), (3,6), (4,6), (5, 6); el segundo
conjunto, de (1,7), (2, 7), (3,7), (4, 7), (5, 7), y el dlti-
mo, de (1, 8), (2, 8), (3, 8), (4 8), (5, 8). Hay, en total,
15 = 5-3 parejas,

El resultado a.nurioi se usa en la prictica ordinaria de
contar parejas de sucesos. Se enunciard Eske como sigue:

Prinaipio DE que
un acontecimiento pueda ocurrir de n maneras, y dzsput:
que haya ocurrido, un segundo acontecimiento pueda ocurrir
de m maneras. Entonces el nimero de maneras en que la su-
cesién de los dos cventos puede ocurrir es nm.

El resultado se puede extender a grupos de tres, cuatro, o
‘miés sucesos. En cada caso el némero de modos en que la su-
cesién de acontecimientos puede ocurrir es el producto de los
néimeros de los modos en que cada acontecimicnto puede
ocurrir.

No se puede exagerar al decir que la manera de hacer
cualquier trabajo de numeracién depende de lo que se esté
contando. Si se tienen dos conjuntos mutuamente exclusivos
de sucesos y se estd Gnicamente interesado en contar estos
sucesos, se suman los nGmeros de sucesos en cada conjunto.
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Pero si se cuentan parejas de sucesos, s multiplican los ni-
meros. En el caso especial descrito anteriormente son en total
8=5+3 enteros 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8. Pero hay 15=5-3
parejas. Algunos de los ejemplos dados a continuacién combi-
nan ambos tipos de enumeracién.

Ejemplos ilustrativos

1. Un hombre que vive en Chicago puede ir a Minneapolis en
avién, tren o camién, pero sélo puede regresar en camién o tren. Tam-
bién puede ir a Milwaukee en tren, barco, camién, coche o avién y
regresar en tren, automévil o avién. ;De cuéntas maneras distintas
le s posible hacer el viaje redondo?

Solucidn

Se contar el ndmero total de viajes redondos. Por el principio
fundamental de numeracién existen 6 = 3+ 2 viajes redondos posibles
a Minneapolis y hay 15 = 5- 3 viajes redondos a Milwaukee. El ni-
mero total de viajes redondos es 21 = 6 + 15.

II. ¢ Cuéntos viajes distintos le era posible realizar al hombre del
ejemplo anterior? Hay que aclarar que un viaje de Minneapolis a
Chicago en tren no es lo mismo que uno de Chicago a Minneapolis
en tren.

Solucién

En este problema se cuentan los viajes sencillos, no los redondos.
Hay 3+ 2+ 5+ 3 = 13 viajes.

EJERCICIOS

1. El primer digito de un nimero natural a de n digitos no pue-
de ser cero a menos que n =1 y a = 0. Usese esto para hallar la
cantidad de N

(a) nimeros de cuatro digitos

(b) niimeros pares de cuatro digitos (es decir, de digito final
0,2,4,6,8)

() mimeros pares de tres, dos o un digito.

2. En una placa para rétulos caben dos letras seguidas de un
némero de cuatro digitos, el primero de los cuales no es cero. ¢ Culn-
tas placas con diferentes rétulos se pueden hacer?
Resp.: 6084000,
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3. ¢Cuntas palabras® de cuatro letras se pueden formar si las
dos primeras letras son cualquier consonante y las dos sequndas cual-
quier vocal? (Considérense como vocales a. e, 7, 0, u, y

. ¢Cudntas palabras de cinco letras se pueden formar s la *ri-
mera letra y Ja dltima son cualesquicra de las siguientes, b, ¢, d, £, g,
7, 5 1, las segundas v las cuartas letras son cualquier vocal, y la- de
<2 medio son cualesquiera de g, h, j, k, [, m?  Resp.: 13824,

5. Una coleccidn de pinturas contiene cinco retratos del siglo X<,
ocho paisajes y seis cuadros modernos. Se desea presentar una exhil
cién que contenga una pintura de cada clase. ¢ Cuéntas exhibicioncs
que difieran por lo menos en una pintura se pueden seleccionar?

6. Un estudiante cursa inglés, quimica y mateméticas, y puede
obtener una cualquiera de las calificaciones 4, B, C, D, F en cada
materia. ; Culntos conjuntos distintos de tres calificaciones puede ob-
tener? Resp.: 125.

7. Un dispositivo para sefiales consta de cuatro filas de luces y
cada fila tiene una luz roja, otra 4mbar y la tercera, verde. Una sefial
consta de una luz en la fila superior, o una luz en cada una de las dos
filas superiores, o una luz en cada una de las tres filas superiores, o
una en cada una de las cuatro filas. ;Cufntas sefiales diferentes se
pucden hacer con este sistama?

8. Un comandante de una compaiiia tiene bajo su mando cinco
pelotones de nueve hombres cada uno. Destina un hombre de cada
pelotén para un trabajo especial. ; Cuntos grupos diferentes puede
seleccionar? Resp.: 9.

9. Una mujer tiene 15 pafiuelos diferentes, 8 sombreros diferen-
tes y 4 pares diferentes de guantes. Desea hacer una seleccién de uno
de cada una de estas clases de objetos para un dia determinado.
¢Cuntas selecciones diferentes puede hacer?

10. ;Cuéntos némeros de dos digitos se pueden formar de los
digitos 1, 2, 3, 4, 7, 8 si los dos digitos de los némeros deben ser
diferentes? Resp.: 30.

11. Dos hombres cruzan separadamente un rio. El primero puede
usar una cualquiera de cinco barcas distintas y el segundo una cual-
quiera de las restantes. ¢ De cuéntas maneras diferentes pueden esco-
ger los dos hombres las barcas?

= Aaut e smtendet por lemente una coleccibn de letras, como

en las combi e )
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14. Factoriales. Es itil tener un simbolo para representar
el producto de los primeros n enteros positivos. Se define, por
tanto,

(19) nl=n(n—1) (n—2)...3:2-1,
y el simbolo n! se lec “factorial de n”. Entonces se tienen los
valores ;

3!

41 =24, 5!=120,

y ast sucesivamente. Algunos autores usan en lugar de n! el
simbolo |, Es también conveniente introducir la convencién
de que la factorial de cero tenga el valor 1.

Ya que n! es el producto de los primeros n enteros, esth
claro que si  es un entero positivo menor que 7, el producto
71 de los primeros r enteros es un factor de n!. En efecto, se
tiene

@) A=n(a—1)..

Luego el néimero n(n—1)....(r + 1) es el producto de los
n—r factores expuestos mayores de n!. La diferencia n—r
es también menor que n y se puede reemplazar r por n—r
en Ia férmula anterior para obtener

(@) al=n(n—1)...(a—r+ 1) (n—r)L.
Se usaré el simbolo O, (Iéase O, n,7) para el producto

de 10s factores a la izquierda de (n— 1) ! de la férmula (21),
y por tanto se definird el entero

(r41)-r.

n!

(22)  Onr

= n(n—1)...(n—r+1),

que es el producto de los 7 enteros n, n—1, n—2,..., n—
(r—1). Nétese que el iltimo de estos factores es n—r + 1.
Ya se ha visto que n! es divisible a la vez entre 11 y entre

(n—1)! para cualquier r < n. De hecho n! es divisible por
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su producto, resultado que se vera en el articulo siguiente. Se
introducira la notacién
n!
(23) Cojr =,
A(n—n)t

siendo el cociente un entero.

Si se sustituye 7 por n—r en Ca,,,.5¢ obtiene Cp,n-y. En-
tonces 1! ser (n—r)!,y (n—r)! sera 5!, en donde

=n—(n—r)=r

Asi, pues,
(24) Cnr = Cyner

para todos los valores de n > 1y r < n. La f6rmula
_afn—1)... (n—r+1)

(2%
(25) [ T 3
es una consecuencia inmediata de estas definiciones. EI nume-
rador es el producto de 10s 7 enteros obtenidos empezando con
n y disminuyendo en 1 hasta un total de'r— 1 veces. Este
producto se puede obtener por el simple proceso de numerar
estos 7 factores. En forma semejante, el denominador es el
producto de r factores obtenidos empezando con r y disminu-
yendo en 1 un total de r— 1 veces. Por ejemplo,

2.8
11-19-9-8-7-8
Cue s 7.6 =462 = Cy,s.
£Cémo se puede obtener entonces el cociente Co,zs de dos
productos de 78 factores cada uno? Usando la férmula (24)
se tiene
w,:=M=40-79=3160.

Cso,18 =
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Problemas ilustrativos

I. Hallar n si Cos =
Observaciones. El problema requiere que n sea un niniero natu-
ral tal que
a(n—1)(n—2
AT g el (n—2) =
6
Entonces n’ > n(n—1)(n-—2)> (n—2)*y n es un nimero natural
para el cual 504 esté comprcndldn entre (n—2)? y n’. Obsérvese que
un problema como éste puede no tener una slucién. Por ejemplo, €
problema de hallar n tal que Cas = 85 no tiene solucién.

Solucién
Se calculan los cubos
8, ¥=2, =64 =125 6=216
7=343, & =512, 9=729.

Las finicas soluciones’ posibles de este problema son n.=8, 9 y
se comprueba que

IL Hallar n si Ous = 42 Our.

Solucién
El enters 0., iene msve fctores, of products do cuyos siete
Ous(n—7)(n—8). Aqui el fac-
= 9, Lucgo Oun(n—7)(n—8) =
200 (e 1) (8 = 42, B1 products de dos eteros comecul
vos igual a 42 es 7-6y n—7 =17, n
IIL Hallar n y r 8i Our

Solucién

de manera que

Ou.r = (r1)Cu.
15120
——=120=2.60=2-3.20=
126
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= 5. Luego O, a(n—1)(n—2)(n—3)(n—4) = 15120,
Una tabla de valores de Oy para n = 5 da Ose = 120; O,,
Ons = 2520; Ovs = 6720; Os = 15120. Por lo tanto, n =9,

EJERCICIOS ORALES

Expresar el primero do los siguientes némeros en términos del se-
gundo (usando productos o cocientes) :

. 1,0
10. 00y, Con

EJERCICIOS

1. Simplificar las siguientes expresiones escribiendo el resultado
como un entero miltiplo de n! para 7 tan grande como sea posible:
() 3.71—2.61
(1) 4-71—6.5!
() 316! + 7!

(h) (41)'+2-6!

$. Hallar n si
(a) Ou2=110
Ca =28
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4. Hallar r si

te) Cn.
(d) 40Cu,

12376
51 Cier Resp.

6. Demostrar que Cur + Curs = Cusrre

7. Calcular los valores de la expresion 2™ + 1 para n = 1,2,3,4.
(Estos cateros estén ligados con ¢l mimero de lados de un poligono
regulr que se puede construir con regla y compés.)

8. 5 los catetos de un trigngulo recténgulo tienen las longitudes
ay b siendo ¢ la longitud de su hipotenusa, el teorema de Pitdgoras
establece que * + 5 = ¢*. Se sabe que todos los casos en que g, b, ¢
son enteros primos entre i, estén dados por las férmulas

=omn, b=m'—n, c=m+n
donde m y 1 son enterosspositivos, uno de ellos es par y el otro im-
par, m > n. Calcular a lo menos cuatro conjuntos diferentes de valo-
resde a, b, ¢

15. Ordenaci 2 inaciones. La
teoria de las combinaciones esta n-.laucmada con los métodos
de contar ¢l nimero de maneras en que un subconjunto de
objetos de un conjunto finito dado puede ser elegido, o elegido
y ordenado, en una sucesién.

Se llaman ordenaciones de n objetos tomados de 1 en r
a las distintas colecciones de r objetos que se pueden formar
con los n objetos dados considerando distintas dos de estas
colecciones cuando o consten de elementos distintos o bien los
elementos, aun siendo iguales, ocupen un lugar distinto.

Se llaman combinaciones de n objetos tomados de r en 1
a las distintas colecciones de r objetos que se pueden formar
con los n objetos dados considerando distintas dos colecciones
tinicamente cuando no consten de los mismos elementos.
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Se llaman permutaciones de n objetos a las ordenaciones
de n elementos tomados de n en n. Se demostrard mis ade-
lante que cl nmero de permutaciones de n objetos es nl.

Es evidente que el nimero de combinaciones de n objetos
tomados de 7 en 7 es igual a uno.

Considérese ahora el sencillo ejemplo de tres objetos: a, b, c.
Sus permutaciones son: (a, b, ¢), (a,¢,5), (b,a,¢), (b,¢,a),
(¢,a,b), (¢, b,a). Asi hay 6 = 3! permutaciones. Si sc cuen-
tan las ordenaciones agrupando dos objetos a la vez, se ve que
se pueden seleccionar a, b, 0 a, ¢ 0 b, ¢ para esos pares. Las or-
denaciones correspondientes son (a, b), (b,a), (a,¢), (c,a),
(b,¢), (¢c,b), habiendo 3-2 = Os de tales ordenaciones.

Se va a proceder ahora a contar el niimero de ordenaciones
de n objetos tomados de r en r. Como primer objeto de la
coleccién de r objetos se puede elegir uno cualquiera de los n
objetos. Después de haber elegido y usado tal objeto, solamen-
te quedaran n— 1 objetog para elegir el segundo. Por el prin-
cipio fundamental de numeracién hay n(n— 1) maneras de
llenar los dos primeros lugares de la coleccién. Quedan n— 2
objetos y de este modo el tercer término puede ser elegido en
n—2=n—(3—1) maneras. Entonces hay n(n—1)
(n—2) maneras para seleccionar los tres primeros términos
de la coleccién. Después de r pasos anlogos, se llega al Gltimo
factor n— (r—1) = n—r + 1, y de este modo el nimero
de ordenaciones de n objetos tomados de x en t es el entero
Owr de la férmula 22. En el caso especial en que r =n se
ticne Oy =Py = n!. Nétese que n y 7 son enteros y que
0<r=n

El niimero de combinaciones de n objetos tomados de r en v
puede calcularse agrupando las ordenaciones O, en subcon-
juntos cada uno de r! ordenaciones. Considérese primero el
caso ilustrativo especial de combinaciones de cuatro objetos
tomados de tres en tres.
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La seleccién de tres objetos de los cuatro que hay, se ob-

tiene por la exclusién de uno del total. Por tanto, hay cuatro

que se anotan como [a, b, c],

[a, b, d), [a, c, ], [b, c, d}. De cada una de las selecciones se
obtienen 3! = 6 ordenaciones. Estas son

(a,6,0), (a,¢,b), (b, a,¢), (b, ,a), (¢, a,b), (c, b, a),
(a,b,d), (a,d,b), (b,a,d), ( b,da), (d,a,b), (d, b,a),
(a,6,d), (a,d,c), (¢, a,d), (c,d,a), (d,a,¢), (d, ¢,a),
(b, d), (b,d,€), (¢, b,d), (,d,), (d,b,¢), (d, ¢, b).

Asi se tiene el total de 4-6 = 24 =0, ; ordenaciones.

Se ha demostrado ahora que por cada seleccién de tres
objetos de los cuatro se pueden obtener 3! agrupaciones. En
el caso general, cada seleccién de 7 de los n objetos da ! orde-
naciones. Por consiguiente, el nimero total de ordenaciones
de n objetos agrupando 7 a la vez es el producto por 7! del ni-
‘mero de combinaciones de n objetos agrupando r a la vez. En
Ja férmula (25) se dio la definicién de un cociente C,,, tal que
Che* 1! = On,r. Se deduce que C,, es el nimero de combina-
ciones de m objetos agrupando r a la vez. Se aplicarin estos
resultados en los siguientes ejercicios.

Ejemplos ilustrativos

1. ¢Cusntos némeros de cuatro digitos diferentes pueden formarse
de los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,97

Nota: Este problema pide que se calcule el nfmero de ordenacio-
nes de digitos.

Resp.: 0na=9-8-7-6=3024.

1L De un pelotén de 15 soldados hay que =|¢uir un grupo de 5.
¢De culntas maneras puede elegine este grupoi

Nota: La cuenta ex solamente de Adeoubn y ¢l problema es de

Resps Cug= Bofp Al 11
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111 Un poligono regular tiene 23 vértices y, por consiguiente, 23

Jados. ; Cuéntas rectas adicionales han de trazarse para que cada par
_de vértices esté unido por una recta?

Nota: Este problema también es de seleccién. Luego es un pro-
blema de combinaciones. También ilustra lo que puede llamarse prin-
cipio de exclusion. En vez de contar lo que s pregunta en el probiema,
Se cuentan todas las rectas que unen pares de puntos o vértices, y
después de esto se resta del conjunto de ellas. el nmero de lados del
poligono.

23.22
Resp.: Caa—23 =

—23=23(11—1) = 230.

IV. ;Cuéntos némeros impares, de cuatro cifras distintas cada
uno, pueden formarse empleando los nimeros 3, 4, 5, 6, 7 y 9 como
digitos?

Nota: El problema envuelve orden y es de ordenaciones. Se dan
dos soluciones, una de las cuales usa el principio de exclusién.

Solucién 1

Con los seis digitos es posible formar O« nmeros de cuatro digi-
tos. De éstos, Oss terminan en 4 ¢ igual cantidad en 6. Estos deben
omitirse. Luego la respucsta es:

0ei—20s,

=(6-5-4-3)—(2:5-4.3)
= (6—2)(5-4-3) = 240.

Solucidn 2

El digito final puede ser uno cualquiera de los cuatro nfimeros.
Después de haberlo clegido, los tres digitos restantes se eligen y orde-
nan de los cinco digitos que quedan. Esto s puede hacer de Ogs ma-
neras. Por el principio fundamental, la respuesta es 4 - Ogs = 240.

V. ¢Cuéntas palabras de cinco letras distintas pueden hacerse
con las letras del alfabeto inglés si a lo menos dos de las letras son

i, 0, u, y se considerarén vocales. Obsérvese
que este problema puede considerarse como realmente una coleccién
de problemas, pues se puede resolver hallando el nGmero de palabras
con dos, tres, cuatro y cinco vocales. Se dard la solucién més sencilla
usando el principio de exclusién
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Solucién
El niimero total de palabras de cinco letras cada una es Ou.s. De
éstas, O, no contienen vocales. Hay seis vocales y cinco lugares para
poner cada vocal, y O, elecciones de consonantes en palabras con
exactamente una vocal. Asi hay 30 Ox. de estas palabras. La res-
puesta es:

— Oms—30 Oue = (26252423 2
—(20-19-18-17-16) — (30~ 20 19-18-17)
= (2625 24-23-22) — (46-20-19-18-17) = 1443 720.

EJERCICIOS

1. Culntas ordenaciones pueden hacerse con las letras de las
palabras

(a) hipérbola (d) férmula
) compuertas (e) problema
(c) nimero (f) pila

2. De cuéntas mangras se pueden ordenar los libros en un ana-
quel si en éste hay
(a) 12 libros (c) 11 libros
(b) 20 libros (d) 15 libros

3. Una designacién de placas para licencia debe ser un nimero
de seis digitos distintos, sin que figure la cifra cero. ¢ Culntas placas
diferentes pueden formarse

4. ¢Cufntas placas diferentes pueden formarse si la designacién
ha de constar de dos letras distintas seguidas por un némero de tres
digitos distintos que no sean ceros? Resp.: 327 600.

5. ;Cuéntas placas pueden formarse si la designacién ha de
constar de tres letras distintas seguidas por: (a) un ntmero formado
de tres cifras arbitrarias y distintas; () un nfimero de dos cifras dis-
tintas que no sean ceros?

6 Rexlor o eericon 3, 47 56 el cam e que el cero pue-
da ser uno de los digi

Respes (8) 1512005 (4468 000; (55) 1404 000.

7. Resolver los ejercicios 3, 4 y 5 en el caso en que el cero pueda

ser uno de los digitos, pero no el primero.
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8. ;Cufntas palabras de seis letras distintas pueden formarse en
Ias que las letras primera, tercera y quinta sean consonantes y las
restantes vocales? Resp.: 820 800,

9. ;Cuéntas palabras de siete letras pueden formarse si las letras
segunda, cuarta y sexta son voczles y las restantes consonantes?

10. ;Cuéintos némeros que consten de cinco digitos impares se-
guidos de uno o de dos digitos pares pueden formarse tales que nin-
guno de ellos tenga cifras repetidas? Resp.: 3 000.

1, 4Cubntos pares difirenics ¢ Jugadores dé thals pusdan o6
girse de un grupo de 11 jugadores? ¢V de un grupo de & jugadores?

12. ;De cufntis maneras puede seleccionarse un contingente de
5 barcos de guerra de una flota de 207 Resp.: 15 504.

13. ;De culntas maneras puede una clase de 30 estudiantes ele-
gir un comité de 4 estudiantes? ;'Y uno de seis estudiantes? ;Y uno
de 12 estudiantes?

14. Una baraja de juego de naipes ordinario se compone de
cuatro palos, que son: espadas, corazones, diamantes y tréboles y cada
palo consta de las cartas llamadas as, rey, dama, sota, 10, 9, 8, 7, 6,
5, 4, 3, 2. Dos cartas que llevan igual némero se dice que son del
mismo valor. (Cuando las respuestas a los problemas que siguen sean
largas, dense en términos de los simbolos apropiados Os,r y Ca.r)

(a) En un solitario se ponen destapadas siete pilas de cartas con
cinco cartas cada una. ¢ Cuéntos arreglos distintos son posibles?

(5) Una mano de un juego de naipes consta de cuatro cartas
para cada uno de dos contrincantes y de cuatro cartas destapadas so-
bre la mesa. ; Culintas aperturas posibles hay?

Resp.: Cay- Cas+ Conse

(c) Una mano de un juego de naipes (gin-rummy) consta de 11
cartas para ¢l contrincante del tallador y de 10 para este Gltimo.
Cuéntas aperturas son posibles?

(d) Una mano de péquer consta de cinco cartas. 3 Cusntas ma-
nos diferentes de péquer hay?

(e) Una mano de péquer contiene un par si contiene dos cartas
del mismo valor. ¢ Cuéntas manos hay que a lo menos tengan un par?

Resp.: Cony—4Cuna = 1281072,

(f) Un flux o color es una mano de péquer que consta de cartas
del mismo palo. ¢ Cuéntos fluxes diferentes pueden formanse? (Los
fluxes que se diferencian sélo en el palo deben considerarse como di-
ferentes.)
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(g) Un ful es una mano de péquer que consta de un conjunto
de tres cartas del mismo valor y un par de otro valor. ¢ Cudntos fules
diferentes hay (si sc cuentan también como fules distintos cuando
constan de palos distintos) ? Resp.: 3744.

'h) Una distribucién de cartas de bridge consta de cuatro manos
de 13 cartas cada una. El orden de las cartas en cada mano no tienc
importancia, pero ¢l orden de las manos es importante. ¢ Cuintas
distribuciones diferentes son posibles?

(i) Cuéntas distribuciones de bridge hay en las que por lo
menos una mano consta de todas las trece cartas de un mismo palo?

espe: 16+ Co Cain

(j) Cuéntas distribuciones de bridge hay en las que la mano
del repartidor contiene todos los ases, reyes y damas

15. Un grupo de libros consta de cinco textos de matemiticas,
siete de fisica y tres de quimica. Una seleccién de nueve textos que
contiene a lo menos un texto de quimica y tres de mateméticas debe
colocarse en un anaquel. ; Cuéntas ordenaciones diferentes de los tex-
tos en este anaquel son posibles? Resp.: (3360) (91).

16. ;Cufntas palabras de seis letras distintas pueden formarse
si a lo menos dos y a lo més cuatro de las letras han de ser vocales?

17. ¢Cuintos nfimeros de siete digitos distintos pueden formarse
si el primer digito y a lo menos tres de los otros digitos han de ser
impares? Resp.: 180 000.

18. Una sciial de banderas consta a lo menos de dos banderas
El color, pero no l orden de las banderas, ¢s lo que se tiene en cuenta

ra las seiiales. ¢Cudintas sefiales diferentes pueden hacerse dispo-
mmdo de sicte banderas de diferentes colores?

Dos puntos determinan una recta. ¢ Culntas rectas pueden
trazarse por n puntos que tengan la propiedad de que no haya tres
de ellos en una misma recta? esp.: Cue

20. Tres puntos determinan ur plano. ¢Cuéntos planos pueden
pasar por 11 puntos que tengan 1a propicdad de que no haya cuatro
de éstos que sean coplanares?

21. Un poligono regular tiene 17 vértices unidos por rectas.
:Cuéntas rectas adicionales deben trazarse para que cada dos vértices

19,

erta persona tiene ocho monedas diferentes. ¢De cuintas

manerss puede haces un Pagn consstente ca 70 meno de dos ni mds

de scis de dichas monedas, sin tener en cuenta el importe de lo pa-
?
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23. Un conjunto de ejercicios consta de tres grupos, cada uno de
los cuales tiene sicte ejercicios. Hay que hacer un sefalamiento que
conste de seis ejercicios con, a lo menos, un ejercicio de cada uno de
los dos grupos primeros y, a lo menos, dos del grupo final. ; Cusntos
sefialamientos diferentes son posibles? Resp.: 31556,

16. Permutaciones ciclicas y circulares (CURSO COMPLETO).
Hasta ahora se ha ido contando el niimeyo de arreglos lineales
(es decir, en una linea o sucesién) de las letras. Se va a estu-
diar ahora ¢l ntimero de arreglos en un circulo considerando
que slo la posicién relativa de los elementos es importante.

La ordenacién as, as, ..., a, a; de los términos de una
sucesién ay, as, . . , an se dice que se obtiene de Ia sucesién ori-
ginal (la ltima) mediante una permutacién ciclica. Una per-
mutacién ciclica de la sucesién primera resultard en a,, .
an, @, a, y después de tales n pasos se volvers al orden origi-
nal. Asi se pueden derivar n permutaciones ciclicas a partir
de cualquier permutacién dada de n objetos.

Dispénganse ahora los « objetos de una permutacién como
n puntos igualmente espaciados en un circulo. Entonces las n
permutaciones ciclicas de este arreglo no serén distinguibles y
asi darén la misma permutacién circular. Evidentemente cua-
lesquiera m permutaciones circulares distintas dan nm per-
mutaciones lineales distintas. Se deduce inmediatamente que
el némero de permutaciones circulares distintas de n objetos es

(26)

n
También es claro que cada ordenacién circular de n objetos

tomados de 7 en r da r ordenaciones lincales, cada una obte-
nida por permutacién ciclica de cualquiera de ellas. Por tanto,
el ntmero de ordenaciones circulares de n objetos tomados de
renres

Oue _n(n—1)...(n—r+1) __ nl

- = T = Am—nl

P

(n—1)L
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EJERCICIOS

1. ¢De culntas maneras pueden sentarse nueve personas alrede-
dor de una mesa redonda?
2. ¢De cudntas maneras se pueden disponer cinco llaves en un
llavero circular si las llaves deben elegirse de un grupo de siete?
Resp.: 504,
3. Un grupo de cuatro mujeres debé sentarse alrededor de una
mesa y un grupo de seis hombres, alrededor de otra. ¢Cuintos arre-
glos son posibles?

Un grupo de scis mujeres y seis hombres han de sentarse al-
rededor de una mesa redonda de manera que hombres y mujeres se
sienten alternativamente. ¢ Cusntos arreglos son posibles?

Resp.: 86 400.

5. ¢Cuintas ordenaciones circulares hay de cuatro leras toman-
do una, d\u, tres y cuatro letras en un tiem;

6. ;Culintas ordenaciones circulares hay de siete letras tomén-
dose e acs Itz ¢m wn tempo? Resp.: 1344,

7. Una rueda de juego ha de constar de tres anillos relativamente
fijos, cada uno de ellos con sicte secciones de color diferente. ; Cuin-
tos arreglos diferentes de colores son posibles?

17. i istinguil (curso El
estudio de las permutaciones distinguibles se empieza mejor
prestando atencién a r objetos de una sucesién de n objetos.
Cuéntese el nmero de permutaciones si se permutan solamen-
te estos 7 objetos dejando a los demés fijos. Ya que los objetos
fijos no se toman en consideracién, es como si no aparecieran,
y por lo tanto hay r! permutaciones. Se sigue que las n! per-
mutaciones de n objetos, n en un tiempo, pueden subdividirse
en

nl
(28) Z=atn—1)...(r+1)
grupos de permutaciones. Estos grupos son tales que cada per-
mutacién de un grupo se puede obtener de cualquier otra del
‘mismo grupo permutando el mismo conjunto de los r objetos
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prescritos; dos permutaciones en grupos distintos no pueden
obtenerse una de la otra sin permutar algunos de los n—r
objetos restantes.

Supéngase ahora que los 7 objetos fijos son iguales. En-
tonces todas las permutaciones de cada uno de los grupos
arriba descritos son también iguales y deben ser consideradas
como una sola permutacién. Se sigue, por lo tanto, que el
néimero de permutaciones de n objetos (n en un tiempo), de
los cuales r son iguales, es n(n—1) ... (r + 1).

Préstese ahora atencién a s de los n— 7 objetos restantes.
Si se permutan estos s objetos y los 7 objetos originales, se
obtiene un grupo de rls! permutaciones de cada permutacién
de n objetos. Se sigue que habré

al
@) st
grupos. Por consiguiente, ¢l mimero de iones distin-

guibles de n objetos, 7 de los cuales son iguales entre i, y s
de los restantes iguales entre si (pero distintos de los anterio-
res), es igual al cociente de la formula (29).

En el caso particular en que s =n—r, el valor de la
formula (29) es Ca,s y queda demostrado que el néimero de
permutaciones distinguibles de n = r + s objetos de los cuales
7 son iguales y los restantes s son también iguales entre i (y
distintos de los anteriores) es igual a Ca,r = Cre.

Supéngase finalmente que se tenga
(30) n=mt..tn
suma de nmeros enteros positivos. Entonces se pueden agru-
par las permutaciones de n objetos en

(81)

colecciones de permutaciones y, si los objetos de cada colec-
cién de ny objetos son iguales entre s, la férmula (31) da el
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niimero de permutaciones distinguibles. Esta férmula es de
mucha importancia, pues muestra que si se expresa n como
una suma (30), entonces el nimero n! serd divisible por
n!n!...nl

Obsérvese, para terminar, que no hay ninguna férmula
para el nimero de ordenaciones distinguibles de n objetos to-
mados de r en 7 cuando algunos de ellgs son iguales.

Ejemplos ilustraticos
Cﬂnpmibﬂe que 8 es divisible por 4!
1

como por

Solucidn
8:7:8:5 - 5.7.6.5= 420,

=7.6-5-4-3=252,

Ya que a= 31212111 es un factor de b= 412121 y b divide a 8!,
entonces también a divide a 8!

11 ;Cuéntas permutaciones distinguibles de un grupo de cinco
bolas pueden formarse con una coleccién de 5 bolas rojas, 3 verdes
¥ 2 blancas?

Solucién

=10-9-4-7=2520.

EJERCICIOS

¢Culntas permutaciones distinguibles pueden hacerse con las
letras de las siguientes palabras:
(a) il

is (g) diminutivo
(b) Massachusetts (h) distinguible
(c) Teanessee (i) aireglable
(d) Mississippi ) syzyey
(e) Indiana (k) discriminante

(f) California (1) mateméticas
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2. Compruébese con calculo directo que los cocientes siguientes
son enteros:

27!
d)
(@ 9141141
o 2L
“ e
130
)

10110110!
3. Un grupo de once libros rojos, seis verdes,

co amarillos y
uno negro deben ser colocados en fila. ;Cuéntas permutaciones dis-
tinguibles pueden formarse?

9.17-16-7-13-11.3,



CAPITULO II
NUMEROS ENTEROS

1. El dominio de los niimeros enteros. La sucesion de los
niimeros naturales puede extenderse agregando los simbolos
—n para cada entero positivo . Definase, ademds, —0 = 0
y se obtendré Ia sucesién de simbolos
(1) .., —7,—6,—5,—4, —3,—2,—1,0,1,2 3,45,

que se prolonga indefinidamente en ambas direcciones y que
contiene a —n para cada nimero natural n.

A los nuevos simbolos —1, —2.. ... se les llamar4 nimeros
enteros megativos y se considerardn todos los simbolos de la
sucesién (1) como némeros enteros. Entonces se indicar que
un entero a es positivo escribiendo a > 0, que a es un némero
natural escribiendo @ = 0, y que a es un entero negativo es-
cribiendo < 0.

En el articulo siguiente se dan las definiciones formales de
suma y.multiplicacién de némeros enteros, siendo el resultado
un sistema numérico: el dominio de los enteros.

2. Adicién y multiplicacién. El conjunto de enteros con-
tiene al conjunto de los néimeros naturales. Se extenderén las
definiciones de suma y producto de estos enteros que se dieron
en el capitulo 1.

Supéngase ahora que a<0y b <0 de tal manera
que a=—c y b=—d donde ¢ >0 y d > 0. Entonces se
define ab = (—c¢) (—d) como ¢d. Sia=0y b <0, se escri-

40
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be b = —d y se define ab = a(—d) como —ad. Finalmente,
sia<0yb=0, yase ha definido ba. Definese ab = ba.

Se define la suma @ + b = (—¢) + (—d) de dos enteros
nerativos cualesquiera a y b como — (¢ + d).

Sia=0yb<0,se escribe b=—d con d >0y se de-
fine a+b=a-+ (—d) como a—d, en ¢l caso a=d y
a+ b como —(d—a) en el caso d> a. El tinico caso que
falta es el de a < 0y b= 0. En este caso, b + a ya se ha de-
finido y se define entonces a + b como b + a.

Como en el caso de los némeros naturales, se dice que un
entero ¢ es mayor que a si ¢ = a + b siendo b un entero po-
sitivo, Entonces ¢ estard a la derecha de a en la sucesién (1).

El principio 3 del articulo 6 (cUrso compLETO) del capi-
tulo T puede ahora generalizarse.

Principio 4. Todo conjunto de enteros tal que todos sus
elementos sean mayores que un entero fijo, a, contiene un
entero minimo,

Principio 5. Todo onjunto de enteros tal que todos sus
elementos sean menores que cierto entero fijo, a, contiene un
entero mdximo.

No se tratark ahora de demostrar cémo estos dos principios
se derivan del mismo articulo 6 del capitulo I.

3. La ley de la sustraccién. Puede demostrarse que las
nueve leyes de la adicién y multiplicacién son propiedades
vilidas en el dominio de todos los enteros. Una propiedad
adicional es la dada en la:

X. LeY DE LA SUSTRACCION. Sia y ¢ son enteros arbitra-
rios, existe un tinico nimero, b, que llamaremos la diferencia
entre ¢ y a y que denotaremos por

b=c—a
tal quec=a+b.

La definicién de adicién implica que si n cs un ntmero
natural arbitrario, entonces la suma n + (—n) =0.Sia <0
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y se escribe a = —n, se tiene a + n = 0, Al némero g tal que
a+g=0 se le puede llamar ¢l negativo de a y s tiene
—(—n) = n. Entonces puede comprobarse que en todos los
casos

2 —(—a) =a, c—a=c+ (—a).

También se enuncian aqui, aufique sin demostrarlas, las
propiedades

o) = (ab =—(ab), (o) (—b) =ab

—(a+b) = (-—1)( = (—a) + (—bj},
—(a—b) =b-—a, *(—a—b atb,
—(—atb) =a—b (—a)n=at

) (—a) 1= (g + ),

para todos los cnteros a y b y todo entero positivo .

Los procesos de adicién, sustraccién y multiplicacion se
llamarén desde ahora en adelante operaciones enteras. Todos
los simbolos usados en este texto y combinados mediante ope-
raciones enteras se supondré que satisfacen las diez leyes an-
teriormente mencionadas, las cuales también obedeceran las
leyes para exponentes enteros no negativos del articulo 9 del
capitulo I, asi como las f6rmulas (2) y (3)

EJERCICIOS ORALES

1. Calcular: (—1)% (—1)%, (—2)*, (—2)*
2. Simplificar las expresiones siguientes:
(a) —2(x—2y)

(b) sx—[—z(y—m]

(c) (—x+1)(x+1) + (—x)x(—2)
(d) 1—(—2)(5—3)—3

() 1—1+1—1+1—1

M 1—(+)—(+1)—1
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EJERCICIOS

1. Usar el método de los ejercicios orales para simplificar las si-
guientes expresiones:
(@' —(—7(4—6+ 1)]—[(5+2)(—8+ 1
+(3+2)(—3—1)(—2) + (73) (—4 +8)])
(b) 2x— (3x—y)]+ 3[—2(x + 39 + 4(x—-
(—2) (2x—3y)]
(c) [Bx—(x+2)2—(2y + x) + (—2) (*&‘r)][t(:' +25)
(@) (x+ ) — (x—y)*— (20) (25)
(e) —2x(#—3x) + (x+ 1)(x- -1)1 + 3x[(x + 1)
(x—2) +1]
1) (x4 (1 +2)x+ & (xy + )] —2 ()
2. Escribir las expresiones algebraicas siguientes en forma de di-
ferencia entre el primer término y la expresion entre paréntesis que
incluye los términos restantes.

(a) #—y—2x+3y (d) 48 —x—y+2xy
(b) —a+2+3c—d (e) x+2(y-—2)
(c) 2x—2(y+2) +x (f) 20— (—y—2z) —#

4. Valores absolutos. El valor absoluto de un niimero na-
tural a se define como el mismo a. Si a < 0 se define su valor
absoluto como el entero positivo a. Entonces, el valor abso-
luto de a, designado con

la]

es un entero positivo excepto en el caso a = 0, y en este caso
0] = 0. Enunciaremos, sin demostrar, las propiedades

*) lab| = la] [6l, o + | = la| + 5]
— |b], se tiene
lel S le—bl

EJERCICIOS ORALES

1. Hallar » si
(@) x=(—1)(—1)(=2)(=3) (o) x=
(6) 5= (=1 (—1)(—3)(—) (@) z== (—‘5)'

—(4+6)
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2. Caleular [a + b], |a] + [5] en los siguientes casos:

. Como en el caso de los nlimeros natura-
les, se dice que un entero a es divisible por un entero b si
a = bg, donde g es un entero. Entonces, si b 540, el cociente
_a
L
es un entero tnico. En este caso se dice que b es un factor o
divisor de a.

Si a = by, entonces a = (—b) (—q). Por consiguiente, si
b es un factor de a, también lo es —b. Se deduce que en toda
factorizacién de a como un producto de enteros hay otras fac-
torizaciones asociadas en las cuales se incluye un némero par
de signos menos. También toda factorizacién a = bq de a da
una factorizacién —a = b(—gq) de —a. Por lo tanto, para
dar una teoria completa de las factorizaciones de todos los
enteros es suficiente dar tal teoria para enteros positivos como
productos de factores positivos.

Todo entero positivo a tiene la factorizacién trivial
a=a-1,yalos factores a y 1 se les llama los factores triviales
de a. Un entero p > 1 se llama primo si no tiene factores no
triviales. Un entero a > 1 se llama compuesto si no es un pri-
mo. Se demostrark ahora el siguiente:

Lema 1. Todo factor no trivial b > 0 de un entero posi-
Livo a es menor que a.

Porque si @ = bg donde b5£a y b5£1 se tiene g 5= 1 y
¢ =1+.d donde d > 0. Entonces a = b(1 +d) = b + bd
donde bd > 0,y a >b.

Como un corolario inmediato del Lema 1 se tiene los dos
lemas siguientes:
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Lcma 2. Seab>a=0. Entonces b divide a a si y sélo si
a=

Lcma 8. Los dnicos divisores de 1 son 1y—1.

6. El algoritmo de la di (curso comprero). El
proceso de la divisién de la aritmética elemental puede exten-
derse a todos los enteros. Se enuncia este resultado en la si-
guiente forma:

ALGORITMO DE LA DIVISION PARA LOS ENTEROS. Seanayb
dos enteros y b5 0. Entonces existen dos enteros dinicos a y
con 0= < |b tales que
(6) a=gb+r

Para probar este resultado considérese el conjunto de todos
aquellos enteros miltiplos de & = |b| que sean mayores que a.
Por ¢l principio 4 del articulo 2 hay entre ellos un mltiplo
minimo. Llimese (¢ + 1)k a tal méltiplo. Esto define ¢ y, ya
que th < (t+ 1)h, se tiene th=a < (¢t + 1)h. Entonces
0=a—th < h. Haciendo r = a—th se tiene a=th +r
=gb+r. Aquig=tsib=|b|,g=—tsib=—p|.

Para probar que g y r son tnicos, supéngase que hay otra
pareja de enteros tales que a = ub + v. Escéjase la notacién
de tal manera que » =r. Entonces h > v =Zr,h—r>v—r
=0,h=h—r>v—rZ=0. Por el lema 2, h puede dividir
2 v— r solamente cuando v — 7 = 0, es decir, » = r. Ya que
wb+ v =a=gb+r,setienev—r=gb—ub= (g—u)b,
18] divide a v — 7, v = r. También (g —u)b = 0 para b0
yg=u

Ejemplos ilustrativos
Calcular g y 7 si a = —249, =17,

Solucién
Por el proceso usual de Ia divisién, 249 = (14) (17) + 11. Por

14)(17) — 11 + 17 —17
(—15)(17) +6,g=—15,r=6.

consiguiente,
—249 = (—14)(17) — 11 =
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EJERCICIOS

Calcélense g y r para los enteros siguientes:

=247, b= —27 (;),,af417|15 b= —489

7. El procedimiento de Euclides del méximo comin di-
visor (CURso cOMPLETO). Si a y b son enteros y ¢ es un
entero que divide a a y b, se dice que ¢ es un divisor comin
de ay b. Si a=b=0, cualquier entero es un divisor co-
min de a y b. En los demis casos hay un divisor comiin mayor
d de ay b, que se llama su mdximo comiin divisor (abreviado,
m.c.d.). A veces se hace referencia a él como al mdximo comiin
factor (abreviado m.c.f.). Primero se demostraré el siguiente:

Lema 4. Supéngase que b=~ 0 y que divide a a. Enton-
ces elmcd., deayb es |bl.

Esto se sigue de que el méximo divisor de b es [b] y de que
[b] divida a a.

Se demuestra a continuacién el:

Lema 5. Supéngase que b~ 0 y que a = gb + r. Enton-
ces los factores comunes de a y b coinciden con los factores
comunes de b y r; a y b tienen el mismo m.c.d. que b y .

Efectivamente, si ¢ divide a a y b, se puede escribir a = cf,
b=cgysetiene a—qb = of —qog = c(f—aqg) =1,f—qg
es un entero, ¢ divide a r. Inversamente, si ¢ divide a b y 1, se
escribe b = cg, 7 = ch, y se tiene a = qcg + ch = {qg + h)c,
o sea, ¢ divide a a.

Los lemas 4 y 5 ofrecen un procedimicnto para encontrar
el m.c.d. de cualquier pareja a, b de enteros no nulos ambos.
Supéngase que se han indicado estos enteros de tal manera
que b no es cero. Entonces el lema 4 da su m.c.d. si b divide
a a. En caso contrario a = gb + r con 0 < r < |b], y i r divi-
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dea b, él es el mc.d. de ay b. El proceso de determinar cuindo
rdivide 0 no a b es el de Ia divisién que nos da b = g,r + 7,
con 0=r, <r.Sirnoesel med. deay b, se tiene 0 < 1,
velmcd deayb eselmed. de 7y 7, Asi queda descrito
un procedimiento con divisiones para encontrar el m.
diante una sucesién decreciente de divisores positivos. Después
de [b] pasos a lo sumo, este proceso termina, y el dltimo resi-
duo distinto de cero ser el m.c.d.

En el resto de este capitulo se usard la notacién {a, b}
para el med. deay b

me-

Ejemplos ilustrativos
Hallar ¢l m.c.d. de 8381 y 1015.

Solucidn

Se dispone la operacion en la forma siguiente:

Resp.: (8381, 1015) = 29.
I Demostrar que {4233, 884) = 17.

Solucién

Dividiendo se encuentra que 4 233 = 249 - 17 y que 884 = 52- 17.
Entonces (4233, 884) = 17 5i y slo si {249, 52) = 1. Este resultado
se obtiene de los cAlculos

Estos cilculos pueden abreviarse cuando se llega al residuo 11,
«eayos Gnicos factores son 1y 11
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EJERCICIOS
1. Hallar:
(a) {191, 78)
(5) (198, 62) Resp.: 2
(c) (253, 29)
(d) (84, 276} Resp.: 12
(e) {92, 876)
(f) {147, 637} Resp.: 9
(g) (11682, 1072}
(h) (464, 2288) Resp.: 16
(i) (2904, 312}
(j) (528, 2343} Resp.: 33.
(k) (648, 2997)
(1) {894, 3278) Resp.: 298.
(m) {1442, 6489}
(n) {1432, 8469) Resp.:
(o) {1134, 8019)
(p) {1608, 17528} Resp.: 3.

() (768, 9552)
(r) (266664, 877769) Resp.: 11111

2. Usar ¢l método del ejemplo ilustrativo 11 para mostrar que

(a) (21924, 2144} = 4 (d) (5103, 7614} =81
(6) (179, 21} =1 (e) {4526, 9344} = 146
(c) (4078, 814} =2 (f) (7992, 17640} =72

8. Combinaciones lincales (curso comrLETO). Si g, b,

m, m son enteros, la suma
ma + nb

se llama una combinacién lineal de a y b. Es también, desde
luego, una combinacién lineal de m y n. Se puede probar el

Lema 6. Sean f y g combinaciones lineales de a  b. En-
tonces toda combinacién lineal de £ y g es una combinacién
lineal de a y b

Por la hipbtesis, f = ma + nb, g = sa + tb. Entonces
hf + kg = h(ma + nb) + k(sa + tb) = hma + hnb + ksa

+ ktb = (hm + ks)a + (hn + ke)b.
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Se probard ahora el

Teorema 1. El m.c.d. deayb es la minima combinacién
lineal
™ d=ma+nb
dea yb. Todo divisor comiin de a y b divide a d.

Se vio que si b divide a a, ¢l nimero [b] = =15+ 0-a

es una combinacién lincal, De otro modo, a = gb +7,

1-a+(—q)b es una combinacién lineal de a y b. Si
r+d, se forma b = qur + r,, y 1, es una combinacién lineal
de by r. Pero r, es una combinacién lineal de b y 7, y, por
consiguiente, de a y b, segiin el lema 6. As, pues, el algoritmo
de Euclides da una sucesién de residuos, cada uno de los cua-
les es combinacién lineal de a y b. El ltimo de los residuos
diferente de cero es d. Por tanto, d = ma + nb. Si w =sa
+ th se ve que a = aud, b = byd, w = (sa, + tb,)d es divisi-
ble por d. Luego d es la menor combinacién lineal positiva.

Dos enteros a y b se llaman primos entre si si su tnico
divisor positivo comtin es 1. Se dice entonces que “a es primo
respecto a b” y “b es primo respecto a a”. El mc.d. de ay b
es entonces 1, y por el teorema 1 existen entonces enteros m y
n tales que
(8) ma + nb

Inversamente, si ma + nb = 1, todo divisor comtin de a y b
divide a 1,y a y b son primos entre i.

Teorema 2. Dos enteros a y b son primos entre i, si y
sélo si existen dos enteros m y n tales que ma + nb = 1.

Si d es el mc.d. de dos enteros a y b, se puede escribir
d=ma+nb. Pero a=gd, b=hd y mgd + nhd
(mg + nh)d, mg + nh = 1. Por tanto, se tiene el siguiente:

Teorema 3. Sead el m.c.d.deaybyseaa=dg,b=dh
Entonces g y h son primos entre 5.

Para hallar los enteros m y n de la férmula (8) se necesita
{inicamente encontrar un eatero m tal que ma — 1 sea divisi-
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ble por b. El cociente sers —n. Es solamente necesario probar
Jos enteros 1,2, ..., b— 1. Cuando a y b no son primos entre
si y se quicre encontrar m yn de tal manera que ma + nb = d,
se usa el proceso descrito para mg + nh = 1.

El teorema 2 puede usarse para obtener el siguiente lema
importante:

Lema 7. Si b divide a ac y a y-b son primos entre si, en-
tonces b divide a c.

Se tiene ma + nb = 1. Multiplicando por ¢ se obticne

mac+nbe=c.
Ya que b divide a ac, se tiene ac = bg,
¢ = mbq + nbc = (mq + nc)b.
Por lo tanto, b es un factor de ¢.

El m.cd. de un entero cualquiera a y un primo p divide
a pyes, por lo tanto, 1 o |p|. Por consiguiente, p divide a
a0 pyason primos entre si. Por el lema 7, si p divide a ac
y no divide a a, divide a . Si ¢ divide a abc y no divide a a
entonces divide a be y, por lo tanto, divide a b o divide a ¢.
Este resultado puede extenderse a cualquie. nimero de facto-
res y se enuncia como sigue:

Teorema 4. Un primo p divide a un producto ab si y sola-
mente si divide a uno al menos de los factores a y b.

9. El teorema fundamental de la Aritmética (Gurso coy-
rLET0). El teorema mis importante sobre los nimeros ente-
ros positivos puede enunciarse como siguc

Teorema fundamental de la Aritmética. Todo entero
a> 1 puede expresarse como un producto p,ps .. .p. de fac-
tores primos positivos py. Esta factorizacién es dnica excepto
en el orden de los factores.

Si a es ya primo, la notacién significa que ¢ = 1 y queda
un solo factor, a = py. En cualquier factorizacién @ pueden
ordenarse los factores primos gy de tal forma que

hEpS... Sh
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Supéngase ahora que se tiene una segunda factorizacién tal
que a = g:gz. .. g y que se han ordenado los factores primos
en la forma

GEE=.. =4
Entonces, segtin el teorema funda.mental t =15y p; = qi para
todo valor de i desde 1 hasta t.

Para probar este resultado, sea 1 el factor de a positivo
‘minimo no trivial. Todo divisor de $, divide a a y, si no es tri-
vial, es menor que py. Ya que-py es el menor de tales divisores,
es primo. Entonces o bien a = $, y ya se tiene la factorizacién
deseada, o bien a = psa, donde a > a; > 1. Se factoriza ahora
el factor no trivial minimo s de a, y se tiene que a = pyps
o bien a@ = pp,a,, donde a, = p,as, a; > a; > 1. Este proceso
se termina después de un némero finito de pasos y conduce a
la factorizacién o descomposicién en factores deseada.

Supéngase ahora que se tienen dos factorizaciones como
las anteriormente mencionadas. Segén el teorema 4, el primo
1 divide a gy.... g, solamente si divide a alguna g. Pero en-
tonces p; es igual a esta g. Elijase la notacién de tal manera
que py = qu.

Luego

Q=P i =qa...q

Con el mismo argumento se obtiene p; = gs. Después de un
niimero finito de pasos analogos se terminark con el entero
1 en un miembro de Ia igualdad y con un producto de primos
en el ctro miembro, a menos que ¢ = 5. Con esto queda de-
mostrado el teorema.

10. El miximo comin divisor y ¢l minimo comin milti-
plo de varios enteros (curso comrLeTo). El méximo comin
divisor de 7 enteros as, as, .. . , an se define como el mayor en-
tero positivo que es divisor de todos cllos, Es posible dar una
demostracién inductiva del siguiente resultado:
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Teorema 5. Sea ay, as ..., an una sucesion de n enteros
positivos y designese con dy el m.c.d. de ay, as, . . ., ax. Entonces
i = {dw, e} (k n—1),

y todo divisor comiin de ay, as, . . ., aq es divisor de du.

Se har4 la demostracién obscrvando que los divisores co-
munes de dy y ax,. son divisores Comunes de a, s, .- -, Gk
a1, ¥ los divisores comunes de ay, .. ., Gk, @ke lo son de dy
§ es, Entonces dy y dsas tienen el mismo m.c.d. No se entra-
ré4 en mas detalles acerca de la formulacién rigurosa de la
demostracién inductiva.

El minimo comdn miltiplo (abreviado m.c.m.) de @,
sy, am €s el entero positivo menor divisible por toda ay. Se
demostrard:

Teorema 6. Elm.cm. deayb es el cociente de dividir su
producto ab entre su mdximo comiin divisor d, o sea,

ab,
d

En efecto, sean a = gd, b = hd donde g y h son primos
entre si. Si m es el m.cm. de a y b, se puede escribir m = sa
=tb, sgd = thd, sg = th. Por consiguiente, & es un factor de
sg'y es primo respecto a g; h divide a 5. Ya que m = sa, se ve
que ha = ghd es un factor de m. Pero ghd es divisible por a =
gd'y b= hd, de donde m debe ser igual a ghd. Este producto
es el cociente de ia formula (9).

Como en el caso del m.c.d., se tiene un resultado para el
m.c.m., que se enunciar sin demostracién.

Teorema 7. Dendtese con my el m.c.m. de a, as, - ., 3.
Entonces my,, es igual al m.c.m. de 2,1y M

Ejemplos ilustrativos

L Hallar el m.c.d. de 8381, 1015, 87.
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Solucién
n un cjeniplo ilustrativo anterior (8381, 1015) = 29. Ya
que 29 divide a 87, I respuesta es 29.
II. Hallar el mcm. de 528, 792, 132.

Solucién
Segéin el proceso sz encuentra que-{(528, 792) =264 y que
528 = 2642, 792 = 264 3. Por consiguiente, ¢l m.cm. de 528 y
792 es 264-3-2 = 15684, También 132 es un divisor de 264. La
respuesta es 1584,

EJERCICIOS

1. Hallar el mcd. de cada uno de los conjuntos siguientes de
ntimeros enteros

(a) 102, 174, 112 ’d) 968, 2057, 1276. 3«3

(b) 378, 462, 399 (e) 460, 644, 1012,

(c) 1296, 1584, 936, 1558 (f) 4329, 8991, 2553, 2109

2. Hallar el m.cm. de cada uno de los grupos siguientes de né-
meros enteros:

(a) 2,6,8,10 () 108, 90, 135, 315

(6) 3,81, 15 (e) 81, 54, 135, 225

(c) 87,58, 174

11. Los factores de un entero. Si p es un factor primo
positivo de un entero a0 y ¢ es el mayor entero positivo tal
que p¢ divide a a, se dird que a es divisible exactamente por
#°. Entonces en la factorizacién de a como més o menos un
producto de primos positivos, exactamente ¢ de los factores
primos serén iguales a p.

Se pueden agrupar los factores primos de un entero a de
tal manera que = a se escriba como un producto de potencias
de primos distintos. Entonces el teorema fundamental de la
aritmética dlce que estos Primos y sus exponentes son Ginicos.

El le factorizar o en sus fac-
tores primos un entero se ilustra en los ejemplos siguientes. Se
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da también un método sistemético de escribir los divisores, el
cual ser4 atil en el capitulo VI.

Ejemplos ilustrativos
I. Demostrar que si n > 1y b7 0 son enteros y ¢ es primo, no
existe ningtn entero a tal que a* = pb"
Solucién
Supéngase que existe tal entero a. Entonces pb" 7 0 y a no puede
ser cero. Sean a divisible exactamente por * y b por p’. Entonces a*
serk divisible exactamente por p*, b* lo serd por p™ y pb* porp™.
Como que pb* = a* se tiene en = fn+ 1, en—fn = (e—f)n=1.
Esto es imposible ya que n > 1 no puede ser un factor de 1.
1L Factorizar el entero 80 784.
Solucién
Se escriben los primos positivos menores que 50, los cuales se usa-
rén en los cjercicios siguientes. Estos son
2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.
Probando 2, 4, 8, 16, 3, 9, 27 sucesivamente, sc encuentra que
80784 = 4(20 196) = 2'(5049) = 2*- 9(561)
. 3%, 18;

20801117,

II1. Sea a = p'g’r donde p, g y r son primos distintos. ; Cusles
son los divisores positivos de a?
Solucién
Los divisores de a son 1, p, #%, #', ¢, 99, 50, P'q. 4, pd’, £°a",
P9, 1, pr, p'r, 971, ar, par, plar, ”qv. ¢‘v, 9, 9°¢°r, p¢*r. Hay
(8+1)(2+ (1 + 1) = 24 diviso
1V. Escribir los divisores positivos de 1 800.
Solucién
1800 = 2'8'5". Los 36 divisores son: 1,2,4,8, 3, 6, 12, 24,9, 18,
36, 72, 5, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120, 45, 90, 180, 360, 25, 50, 100,
200, 75, 150, 300, 600, 225, 450, 900, 1800. Volviendo a escribirlos
en orden crecieate, se tiene, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20,
24 25, 30, 36, 40, 45, 50, 60, 72, 75, 90, 100, 120, 150, 180, 200,
225,300, 360, 450, 600, 900, 1
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EJERCICIOS

1. Factorizar o descomponer en factores primos los nimeros en-
teros siguientes:

(a) 504 (e) 5712 (i) 8281
(b) 2310 (f) 31603 (i) 65875
(c) 1078 (g) 1271~ (k) 1120581
(a) 32175 (h) 22607 1) 15750

2, Escribir todos los divisores enteros positivos de los ntmeros
siguientes:
(a) 504 (d) 237 (g 1944 () 420
(6) 5712 () 1084 (h) 936 (k) 486
(c) .31 (f) 512 i) 588 (1) 384



CAPITULO III
NUMEROS RACIONALES, REALES Y COMPLEJOS

1. Larectarcal. Laidea intuitiva de nimero real positi-
vo es la de magnitud, es decir, de un tamafio o una medicién
de longitud, Bésicamente esta idea es la de considerar a los
niimeros reales positivos como correspondiendo, en forma bi-
univoca, a los puntos de un rayo (semicje) como en la figu-
ra 1. El punto marcado con O se llama ¢l origen del sistema
de medida, s decir, el punto desde el cual se mide. El punto
marcado con 1 es ¢l punto unitario y la distancia desde O a 1

o 7 ]

Fro. 1

es la unidad de longitud. El semieje es infinito hacia la dere-
cha y cada uno de sus puntos determina la longitud desde el
origen a dicho punto. El némero a de unidades de longitud
es entonces un niimero real positivo a correspondiente al punto
y se indicaré este punto con el simbolo a.

= = 5 g 3
Fio. 2
Debe observarse que un cambio del punto unitario cambia

la correspondencia entre los puntos y los niimeros reales posi-
tivos. Por ejemplo, si la unidad es un centimetro y se cambia

56
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2 un metro, el punto marcado con 200 centimetros resultara
ser el marcado con 2 metros. Sin embargo, los nimeros reales
son fijos. Unicamente la correspondencia entre puntos y nfi-
meros es variable.

Si se prolonga el rayo hasta obtener una recta (fig. 2), se
tiene entonces lo que normalmente es la idea intuitiva del con-
junto de todos los niimeros reales, Entonces se tiene magnitud
y sentido. Los puntos a la izquicrda del origen correspondern
ahora a los néimeros reales negativos, los cuales son atin mag-
nitudes, pero estin dirigidos en el sentido opuesto al de los
némeros reales positivos

Los niimeros reales pueden ahora sumarse grificamente.
Supéngase que a, b son dos nimeros reales arbitrarios. Enton-

»

g 3 s

Fio. 3

ces se suma a a b tomando el scgmento que va de O a b y
poniéndolo en la recta de tal forma que el punto O caiga so-
bre el punto a. Entonces ¢l extremo b quedard sobre a + b.
Por ejemplo, si a y b son positivos, se tiene ¢l diagrama de la
figura 3. En el caso en que a es positivo y b es negativo se

Fio. 4

tienc el diagrama de la figura 4. De manera semejante se puede
formar a— b tomando el segmento de O a b y colocindolo
de tal forma que b caiga sobre a. Entonces el punto que antes
era O resulta ser a— b. En caso de que a y b sean positivos,
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el diagrama es como el de la figura 5. El resultado es ¢l mismo
que sumar a a el ntimero —b.

La multiplicacién de némeros reales no puede, sin embar-
g0, describirse con este método grifico y se dard més adelante
Ia definicién algebraica rigurosa y mas abstracta del sistema
de los néimeros reales.

2. Los nimeros racionales. Si-5 es un entero positivo
cualquiera, la idea intuitiva de nimero racional (también lla-
mado fraccién o fraccién racional)

1

b
es Ia de longitud de un segmento obtenido dividiendo el seg-
mento de longitud uno en b partes iguales. Entonces si a es
un niimero natural, el néimero racional a/b es la longitud de
a de estas partes. Se sigue que si @ es cero, a/b es cero. Anilo-
gamente, si a > 0, el ntmero —a/b es la longitud de a de
estas partes, pero dirigida hacia la izquierda, En la figura 6
se dan varios ejemplos. Entonces las longitudes % y % son

R A

Fio. 6

iguales, —3 es el negativo de % en el sentido de que su suma
es cero. La idea intuitiva que se acaba de mencionar puede
ser considerada como la que inspira la descripcién general
que se presentars ahora.

Un niimero racional a es una pareja de enteros a, b que
se escribird en la forma

a:%:a/b

(1éase “a es igual a a sobre 5”). Aqui a ¢s un entero y se llama
el numerador de a; b es un entero diferente de cero y se
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llama el denominador de a. La primera definicién de igualdad
(es decir, de ser la misma parcja) se extiende ahora definiendo

4 <
(O] g
siy sélo si
(2) ad = be.

Si b es un factor de a, es decir, a = b, entonces el nfimero
racional a/b se identifica con el entero g. Asi el conjunto de
Jos niimeros racionales es un sistema numérico que conticne
al conjunto de todos los enteros. En particular, cada entero a
puede expresarse siempre como €l némero racional

g,

1
Finalmente, la definicién de igualdad es realmente equivalente
ala propiedad de que .
3)

s
Il
T8

para todo entero no mulo c.
Para obtener la intuitivamente deseable propiedad
s, c_ate
ST,
® )
se define Ia suma de dos némeros racionales con 1a f6rmula

a , ¢ _ad+bo
LA Al )
® b d bd
Se define también el producto con
ac _ac
6 22=2
© bd bd

Con esto se completa la definicién del sistema numérico de
todos los nimeros racionales.
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Puede comprobarse que valen todas las leyes para opera-
ciones enteras y que
a ¢ _ad—be
n DT
El ntimero racional

tiene la propiedad « + 0 = « para toda a, a + (—a) =0,
en donde

(8)

Obsérvese que las definiciones de suma y multiplicacién
dadas por las férmulas (5) y (6), respectivamente, tienen
sentido, ya que el producto bd de los denominadores b5 0,
d+0 es distinto de cero y, por lo tanto, pucde usarse como
denominador. Nétese también que la férmula (4) puede ob-
tenerse también de fas férmulas (5) y (3) escribiendo

a,c_abteb _(atob _ate
oL —

Inversamente se puede obtener la férmula (5) a partir de las
férmulas (3) y (4). En efecto,
2 E G be - ad + be

d bd bd bd

a
24 .
b
Cada nimero racional puede escribirse en unay solamen-
te una de las formas
o e —a0_,
©), =0
en donde ay b son enteros positivos, Los némeros del primer
tipo se llamar&n ndmeros racionales positivos (o fracciones po-
sitivas), los ntmeros de la segunda forma, nimeros racionales
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megativos y el tinico elemento del tercer tipo es el nimero ra-
cional cero. El concepto de valor absoluto que se vio para los
enteros cn el capitulo II se traslada al sistema de los raciona-
les si se define |a] = a si @ es un nfimero racional positivo o
cero, |a] =|—B| =B si « es un némero racional negativo.

EJERCICIOS ORALES

1. Expresar las siguientes fracciones en una de las formas de la
formula (9):

(a) —

2. ¢Cuél es el valor absoluto de cada una de las siguientes frac-
ciones?

4—2

1—6 5— 8+1
<, d) —— (&) 1———
3—1 3—1 “3*2 ()3-11 * 3+2

(a)

3. La ley de la divisién. El sistema numérico de los ra-
cionales tiene una propiedad adicional a las mencionadas en
Ios capitulos I y II como propiedades de los enteros. Se enun-
ciar4 ésta como una ley.

XI. LA LEY DE LA DIVISION. Si a y @ son dos nimeros
tales que B no es cero, entonces existe un nimero inico y per-
teneciente al sistema numérico, tal que a = By.

Ay se le llama el cociente de « entre B y se escribe

Entonces todo nimero racional es el cociente de dos niimeros
racionales que resultan ser también enteros, Asi pues el siste-
ma de los nmeros racionales puede considerarse como el sis-
tema obtenido de los enteros al adjuntarles todos los cocientes
de enteros,
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La comprobacién de la nueva ley es una consecuencia de
la férmula

b d d
(10) ofb ad _ad
¢/d bec be
en donde ¢ 0. En particular,
an Lo Ve (L
ab o B B

para todos los nimeros racionales a y B 0 y para todos los
enteros a0 y b5%0. Es a veces conveniente el uso de los
casos especiales
(12) el _gd_ed s o

c/d ¢/d 1c ¢ b b/c
para todos los niuneros enteros a, ¢ 7 0, d 0. Las férmulas
(10), (11) y (12) siguen siendo vélidas si se reemplazan los
enteros que en ellas figuran por fracciones.

EJERCICIOS ORALES

Expresar los nimeros siguientes como cocientes a/b con @y b
enteros:

% 6 3%

o 3 > 4
@ 5 @ ks

1 5% 1
(5) % (e) w (e 1—

1

(c) T

3+%

4. Fracciones irreducibles. Todo némero racional excep-
to el cero puede expresarse como un cociente a/b en donde
b s un entero positivo, y a es positivo o negativo segin a/b
o sea. Se diré que a/b es irreducible si el med. deay bes 1.
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Si a/b no es irreducible y d > 1 es el m.cd. de a y b, enton-
cesa = dg, b = dh en donde el m.c.d. de g y  es 1. Entonces
a_dg_g
b dh K
y se ha expresado la fraccién a/b como la fraccién irreduci-
ble g/h. La expresién de un némero como fraccién irreducible
es tGnica.

Ejemplos ilustrativos
1. Expresar 11 604/15 472 como fraccién irreducible.
Solucién
Se encuentra ¢l m.c.d.
3 1
3868 [ 11604 [ 15472
11604 | 11604
3868
de donde resulta que 15472 = 4(3 868). Resp.: %.

1L Expresar la fraccién siguiente como un cociente a/b irredu-
cible:

a=21—

Solucién
Se bacen las simplificaciones siguientes:

1_6—1

3—
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IIL Sean n = 15, m = 9. Escribanse todas las fracciones posi
vas a/b en donde a divide a n y b divide a m.
Solucién

Los factores de 15 son 1, 3, 5, 15, y los de 9 son 1, 3, 9. Por con-
siguiente la respucsta es 1, 3, 5, 15, 6, %, %,

EJERCICIOS
1. Bscribir las fracciones siguientes en Ia forma irreducible:
812 888
D12 i 2
@ Tom Y 7
1038 62 57
6) s Ren. W SH
—2730 147 101
0 =2 A e
9 o ® s
1027 2175 81 5
(d) ——n (i) 2l BT Resp.: —
832 1450 1308 6
2268 81
futuit * Resput oz
W b 55

2. Simplificar las expresiones siguientes y escribirlas en forma
irreducible:

3 1 5
45

(d) T3
7
41
573
i1
93

(e) 5
5!
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(5 1 (l l) ( 1 1
i\ ) @ = 1

1
B
) AVRET)

e
Resp.: —1

Resp.: 5,

3. Escribir todas las fracciones positivas a/b tales que a divide
anyb divide a m:

n=—1080, m=
G) n=240, m=143

5. Las leyes de los exponentes. Las leyes de los exponen-
tes que se han visto para los niimeros enteros valen también
para los némeros racionales. Se repiten a continuacién:

(19) atam=avtn, (@) =am, o= (o)
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Aqui @ y 8 son nimeros racionales arbitrarios, y n y m son
némeros naturales arbitrarios; a se define igual a 1 para todo
a0,

Ahora se presenta un nuevo fenémeno debido a que todo
néimero racional « = a/b tiene un inverso f = b/a tal que
aff = 1. A veces a £ s Ie Nama el reciproco de a. Se definc
el simbolo

(14)

= (a1

para todo @ = a/b # 0y todo niimero natural . Se sigue de
la definicién de multiplicacién de la férmula (6) que

e (ﬁ)n=("§)'=,.(%)-=§
(16) (%)- e (i) -

Se puede ahora probar que las férmulas (13) valen también
para todos los enteros n y m. Se tienen también las leyes adi-
cionales
(17)

(15) " = (a)

Es conveniente notar que
g _
%

(18)

es decir, un factor del numerador (denominador) puede lle-
varse al denominador (numerador) cambiando el signo de su
exponente.

No se darén las pruebas de estas propicdades,
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EJERCICIOS
1. Expresar los siguientes némeros racionales como productos de
potencias (con exponentes enteros) de los enteros 2, 3, 5

T Resp.: 203757,

8- (75)
®) @as-asy¢
=)

(<) 2,_3,'(3_,,"5,). Resp.: 23757
2 .

@ (53,

(&) 5%(37-2°)%(3 ")

() (2'45°3%)% (2. 5.8

Resp.: 2797 .5

2. Expresar los nimeros siguientes como cocientes 27"/3"5' con
=, m, 1, t enteros:

Q) = e 8. 5%
24,34 4%.5¢
) e gmew
6. Decimales. Un nimero decimal finito es una sucesién
finita de digitos con un punto decimal, como por -ejemplo
1472.697, o el negativo de tal sucesién. El punto decimal tiene
Ia propicdad de que el entero obtenido al suprimir dicho pun-
to y dividir por una potencia apropiada de 10 es el nimero
decimal dado. Por ejemplo,
—1472697

10*

—1472697 =
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Ya que los nimeros decimales finitos son némeros racio-
nales, sus sumas, productos, diferencias y cocientes son también
niimeros racionales. Estas sumas, productos y diferencias son
también decimales finitos y pueden obtenerse con los procedi-
mientos usuales de la aritmética elemental. El cociente de dos
decimales finitos se puede expresar como el cociente de dos en-
teros, y cuando se expresa en su forma irreducible, se puede
expresar como un néimero decimal finito si y solamente i todos
los factores primos del denominador som 2 6 5. En el caso
contrario , el proceso de la divisién de la aritmética elemental
da lugar a un decimal infinito. Asi, por ejemplo, 14 = 0333 . ..

Un nimero decimal infinito es una sucesién infinita de
digitos con un punto decimal y un signo. Los nimeros deci-
‘males infinitos pueden describirse en términos de un concepto
llamado aproximacién. Se define la primera aproximacién de
un niimero decimal a como el entero que aparece a la izquier-
da del punto decimal de a. Este es un entero de 7 digitos que
puede ser cero, positivo o negativo. Se designaré a esta aproxi-
macién con a,. Definese ax como el nimero decimal finito de
r + k digitos formado con los primeros r + k digitos de a.
Cuando « es también decimal finito, como, por ejemplo,

643.29654,
los digitos que se adjuntan, a partir de cierto punto serin

cero, y las aproximaciones a partir de cierto punto serén a. En
efecto, éstas son

@, =643, a, =6432, a =643.29,
=643.296, a, = 643.2965, a. 643.29654

=ay=a=...

Nétese que la aproximacién a, es 643.2 y no 643.3 aunque
a, = 643.29. No se est redondeando los digitos, sino tomén-
dolos tal y como aparecen.
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Un némero decimal a puede ahora representarse como una
sucesi6n infinita
a0, @x...

de decimales finitos a formada con sus aproximaciones. Més
aiin, esta sucesién tiene la propiedad de que los primeros
r + k digitos de todas las aproximaciones ax, a1, @k . . . son
exactamente los mismos y todos tienen el mismo signo. Por
ejemplo, si a = —462.3578965942 .. ., los primeros 8 digitos
de todas las aproximaciones as, ag . . . son —462.35789.

Finalmente se acuerda que todo nimero decimal infinito
a, tal que a partir de cierto lugar todas las cifras sean 9, se
identificard con la decimal finita obtenida al suprimir todos
los 9 y anadiendo una unidad al digito a la izquierda del
primero de los 9 de la sucesién infinita de 9 suprimida. Por
ejemplo,

—199.98999 . . 5

=-199.99; 0.999..

7. El sistema de los nimeros reales. Se define ahora un
wimero real como un nimero decimal infinito positivo, cero
© negativo. Se conviene adems en que dos decimales son né-
meros reales iguales si y s6lo si tienen los mismos digitos o bien
uno se obtiene del otro mediante el proceso de tachar los nue-
ves anteriormente expuesto.

La definicién de ntmeros reales que se acaba de dar es
completa y al conjunto de némeros reales se le llamara el
sistema de los niimeros reales en cuanto se diga c6mo se suman,
restan, multiplican y dividen. Se darn estas definiciones en
términos del siguiente concepto importante.

Considérese una sucesién infinita

@, @
cuyos miembros (términos) son némeros reales. Supéngase
que para cada entero positivo k existe un lugar en la sucesién
(este lugar dependera de k) a partir del cual todos los miem-



70 NUMEROS RACIONALES [Cap. 111

bros de la sucesién tienen €l mismo signo y los mismos prime-
ros k digitos. Entonces se dir que esta sucesién es convergente.

Toda sucesién convergente define un niimero decimal in-
finito y, por consiguiente, un nimero real cuyos digitos pueden
obtenerse de los digitos de los términos de la sucesién conver-
gente. A este nimero se le llama el limite de la sucesién. El
ejemplo més simple de sucesién convergente es desde luego la
sucesién de aproximaciones de un némero real, y el nimero
real es en este caso su limite. Més adelante se darén ejemplos
mds complicados.

Ahora se pueden definir ya facilmente las operaciones en-
tre némeros reales. Sea ao, a; .. . la sucesién de aproximacio-
nes de a, y b, by... la sucesién de aproximaciones de B.
Entonces resultar4 cierto que la sucesién co, ¢, ... de sumas
¢4 == a; + by es una sucesién convergente, y se define a + #
como su limite. Anilogamente « — B es el limite de la sucesién
de diferencias a; — by, B es el limite de la sucesion de pro-
ductos asb;. Finalmente, si 8 no es cero, se puede suprimir un
nitimero finito de los términos de su sucesién y obtener una
sucesién convergente con el mismo limite B pero en la cual
todos los términos son distintos de cero. Por ejemplo, la suce-
sién para % es 0, 0.3, 0.33, 0.333, etc., y puede reemplazarse
por 0.3, 0.3, 0.333, 0.3333, etc. Si se designan con B, Bi - .-
los términos de la nueva sucesién corvergente para §, entonces
PBi es un ntimero decimal finito diferente de cero y la sucesién
de ntimeros racionales as/bs es una sucesién convergente cuyo
limite es el cociente a/B.

Obsérvese que las sucesiones para a y f que se han usado son
sucesiones de ntmeros racionales y que se han definido a + 8,
a—p, aff y a/B en términos del concepto de limitc y de
las operaciones correspondicntes para nimeros racionales. No
es del todo obvio que la suma, diferencia, producto y cociente
de los términos de las sucesiones mencionadas forman sucesio-
nes convergentes, pero aqui se omitiran las demostraciones.
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También se omitiré la demostracién de que cl sistema de
Jos niimeros reales satisface las 11 leyes que se han menciona-
do para los demis sistemas numéricos, asi como las leyes de
los exponentes. Mis atin, cl sistema de los néimeros reales esti
ordenado mediante la propiedad de que a es miayor que b
(b es menor que a) si @— b es un nimero real positivo.

Ejemplos ilustrativos

I Seaa=3.165..., B = 215
posibles de a + .

. CalcGlense todas las cifras
Solucidn
Obsérvese que a0+ by =3+ 2= 5, 2+ b, = 3.1 + 2.1 =52,
16+ 2.15 = 531,
8.

@+ by = 3.165 + 2.153 = 5.31
De Ia informacién aqui obtenida se pucde estar casi seguro de que
at+p=531...
.., se tiene

En efecto, si a = 3.4659...
a+ b

se tiene que a = 3.166, § = 2.154, y por consiguiente, a + f = 5320,
pero en cualquier otro caso 5.31... es correcto.

Observacién: Es cierto, en general, que el uso de las aproximacio-
nes de orden k+ 1 de a y B conducen a un valor correcto de la
aproximacién ¢» de orden k de a+ B 0 a— B. Sin embargo, esto
no es cierto para productos. En efecto, supéngase que a = 300,

=3%=0.333..., es decir, af = 100. Se tiene que as
300; aub = 0, aby = 90, asbs = 99, asbs = 99.9, auby = 99.99, y se
Ve que aobe y @by no se acercan al valor correcto de 100.
T, ‘Sea i el nimero real definido con las férmulas

=04,
@i = as + (08) (0.5 —ai).

Calcular las cinco primeras aproximaciones de a y héllese su valor.
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Solucién
0.4 + (0.8)(0.1) = 0.48,
.

0.4992 + (0.8)(0.0008)
0.49984 + 0.8(0.00016)

Resp.: a = 0.5.

Observacion: Si r 7 0 es un nimero decimal finito arbitrario entre
0y 05y se define aw = 7, i + 2r(0.5—ai), 1a sucesién es
convergente y tiene a 0.5 como limite. Converge despacio cuando r
s casi cero, s decir, hay que tomar muchos términos para acercarse
al limite %, Como se vio, converge répidamente cuando r est cerca
de 0.5.

EJERCICIOS

1. Calcular las primeras ocho aproximaciones al némero definido
por = 03, avs = ac + 0.6(0.5—a).

2. Calcular las primeras once aproximaciones al némero definido
por @ = 0.1, aie1 = ar ')‘ 0.2(0.5 —a).

8. Potencias reales positivas de nimeros reales positivos.
Todo niimero real positivo a determina un ntmero real posi-

tivo Gnico.
b=a

{Iéase “b igual a rafz enésima de a”) para todo entero positi-
vo n. Entonces b est4 definido como aquel nimero real positivo
cuya enésima potencia b" es igual a a. En el articulo 13 se dard
una férmula para b. En el capitulo VII se demostraré que hay
solamente un niimero tal para cada n y a. Nétese que se acos-
tumbra escribir V3 en lugar de 4[5 y que Vb = b.

Al simbolo ¥/b se le llama un radical. Los célculos con
radicales no son tan simples como los c4lculos con exponentes,
y es preferible usar la forma de exponentes fraccionarios de-
finidos por

(19) Va=ain
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(1éase “la raiz enésima do a es igual a a clevado a la potencia
uno entre n”). Se define también la potencia fraccionaria
(20 amin = (gilnym

\léase a™/* asi: “a clevado a la potencia m entre n”) para
todos los nétmeros racionales m/n, y se ve que

(21 am/n = (am)V/s,

En efecto, [(a¥/n) ]t = (a¥/#)mn = [(a¥/*)"]m = a™ y, por
consiguiente, (a¥/)™ es la rafz enésima (a™)/* de a™,

Se puede ahora definir la potencia real positiva a* para
todo ntimero real positivo a y todo némero real n. Sea o, 1,
fs,... una sucesién de aproximacién para n de modo que
cada n; sea un ntimero decimal finito. Entonces cada ny es un
néimero racional y define un nimero real positivo b; = a%.
Puede probarse que la sucesién b, by . . . es convergente y tiene
un limite positivo b. Se define a” como igual a este limite.

Se puede observar alfora que, como se ha mencionado en
cada caso, la exposicién aqui dada carece de varias demos-
traciones. El material omitido es adecuado tinicamente para
cursos mucho més avanzados y no conviene presentarlo aqui.
Sin embargo, es de creer que lo expuesto aqui ayudard mucho
a conseguir una visién clara del concepto fundamental de po-
tencias reales positivas de nimeros reales. Se enunciara ahora,
sin demostrarla, la siguiente extensién de las leyes para ex-
ponentes:

Teorema 1. Las potencias reales positivas de niimeros rea-
les positivos satisfacen las siguientes leyes para exponentes:
1

am—

o2 e, S T
=

(a*)m = am;  a%n = (ab)",

en donde a y b son nimeros reales positivos arbitrarios y n
ym son niimeros reales arbitrarios.
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Las leyes para exponentes en el caso en que los exponentes

son fracciones 1/n con n entero distinto de cero, pueden expre-
sarse como férmulas para operar con radicales. Estas son:

(23) V@b = Vavb; ﬁ vf— \/‘/' "
: s

Es importante observar que
bYa = b
Asi, por ejemplo, ¥2% = ¥8-3 = 2¥3 ya que 8 = 2°. Tam-
bién puede introducirse un nimero dentro de su radical y es-
cribir
2Va/2 = W2 Vaj2 = V)2 = V4a.

Desde luego todos los nimeros a y b en estas férmulas son po-
sitivos, y es de notar que todos los radicales son positivos.

Si a es negativo y n es un entero impar, s puede escribir
a=—d, en donde d es positivo. Entonces, con n impar,

an = (—d)Vn = —din

¢s un nimero real negativo dnico, Sin embargo a¥* no es un
néimero real ya que (a¥?)? es positivo siempre que a¥* sea
real, y debe ser negativo si a es negativo. El sentido de a® para
a negativo y n real es evidentémente un concepto excesivamen-
te complicado que no se tratard més en este texto. En el ca-
pitulo VIII se estudiaré el significado de '/ para enteros n
y niimeros reales negativos a.

Ejemplos ilustrativos

ZV5 V3 como un entero ele-

I Expresar el nimero a =
vado a una potencia fraccionaria.
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Solucién

VZ =24 V5=5; V3 =3 El minimo comén denominador
de los exponentes es 12 y se puede escribir

a = 2. 5% U = (20, 5% 3),
1L Simplifiquese a = VB +3V2—4V18 + 5V
Solucién

V8= ViVI= 2VZ VIB=3V7 Vi= ()
=2%=VZa=2Vi+3VI_12VZ+5V3
=(2+3—-12+5 Vi=—2V2
EJERGICIOS

1. Expresar los ntimeros siguientes como potencias de un entero:

(a) VIT V6F Resp: (12)h w Vi

&) ViVZ r‘}‘z_

() VIVIVET (&) 6V% Vi ;
Resp.: (3888)%, o PR

(0 ViVEVE () VIZVIow

15
(e) i@ Resp.: (162)%, v
\'a

2. Escribanse las siguientes expresiones en la forma Y/a, en don-
de n es un entero positi

(a) 2V2 M V= Vy
(5) 6V3 A2
() 10V @ %
(0 6VE% w Y7
(e) xv% ¥
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3. Simplifiquense las expresiones siguientes:

(&) 2VIZ—4V2T+4V24

“(b) —6/5% + 10 W2 + V150

(c) (V3+ VD(VS— V% + ViZ— V18

(@) (V3—VI10)(V3+ V10)

(e) (V5—¥2)V3+ V6

) ﬂ + ig —m

Vi Vi V5

9. Logaritmos (CURsO COMPLETO). Sea a un nimero real
indicado mayor que 1. Entonces puede demostrarse que para
cada némero real positivo ¢ existe un exponente 7 tal que

a=c.
Se dar una férmula para el cdlculo de n en el articulo 12.

El exponente n queda determinado de una manera Gnica
por ¢ (y por el ntimero indicado a) y se llama el logaritmo de
¢ de base a. Se denotard con loga ¢, y, por lo tanto, se tiene la
propiedad que lo define

alog. e = ¢.

La base que més se usa para propésitos de cilculos es la
base a = 10. Asi una tabla de logaritmos comunes es una tabla
de niimeros ¢ y los correspondientes exponentes n = logs, ¢ ta-
les que 10" = c. Por ejemplo, 10° = 100, es decir, logw
100 = 2. También el logaritmo de 2 con base 10 es aproxima-
damente 0.30103, es decir, 10°*°°* es aproximadamente
igual a 2. .

Ya que los logaritmos son exponentes, las leyes para expo-
nentes se. pueden trasladar en leyes para los logaritmos. Sean
¢y dnémeros reales positivos arbitrarios y escribase ¢ = a%,
d = am, en donde n = logs ¢, m = log, d. Luego, ¢d = a"a™
= an+m. Por lo tanto, log, cd = n + m, obteniendo asf la
férmula.

(24) loga ¢d = loga ¢ + logad.



Art. 9] LOGARITMOS 7

En otras palabras, sc tiene la propiedad siguiente:
Propoap L. Bl logaritmo de un producto es igual a la
suma de los logaritmos de los factores.
En forma analoga, se tiene ¢/d = a*/a™ = a*—. De aqui
resulta

(25) log.d log,t—:log.d.

Este resultado puede enunciarse como sigue:

Propieoap 1. El logaritmo de un cociente es igual al loga-
ritmo del numerador menos el logaritmo del denominador.

Sig = cmy logsc = n entonces g = (a")™ = @™, de don-
de log, ¢™ = mn; es decir,

(26 loge ™ = m loga c.
Este resultado puede enunciarse como sigue:

Propizoap 111 El logaritmo de una potencia ¢ es igual
al producto del exponente m por el logaritmo de c.

La propiedad III vale para todos los exponentes reales y
puede usarse, en particular, para exponentes fraccionarios. Por
ejemplo, logis V2 = logs 2} = 14 logi 2 = 0.15051 aproxi-
‘madamente.

Obsérvese ahora que todo niimero real positivo ¢ puede
expresarse como un producto

¢ =10,
en donde k es un nimero real entre 1y 10. En efecto, h puede
obtenerse de una expresién decimal para ¢ moviendo el punto
decimal hasta la derecha del primer digito de ¢ distinto de
cero (empezando por la izquierda). Por ejemplo,
145.632 = 107(1.45632),  0.00435 = 10—2(4.35).
Entonces logio 10 = ¢,y

(27) logio ¢ = ¢ + logio h.
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Sera entonces suficiente construir una tabla de los valores
aproximados de los logaritmos de base 10 para todos los deci-
males de k cifras entre 1 y 10 para con ella obtener los valores
aproximados de los logaritmos de todos los nimeros. Estas
tablas se usan frecuentemente en la trigonometria.

Al entero ¢ se le llama la caracteristica del logyo c. Este
puede ser cualquier nimero enterp positivo o negativo. El
niimero real logso h €s un niimero positivo entre 0y 1, llamado
mantisa del logs, c. Por cjemplo,

logi 0.2 = —1 + 0.30103,  logse 200 = 2.30103,
logio 2 000 000 = 6.30103.
Los calculos con logaritmos se tratan con mis detalle en los
cursos de trigonometria y aqui no se discutirin
En la rama de las mateméticas llamada mleulo s mis atil
una base distinta de 10. La base usada es el nimero real
€ =2.7182818285. ..
Aqui se daré la definicién del niimero real ¢ en el articulo 12.
Los logaritmos con base ¢ se llaman logaritmos neperianos o
naturales y se acostumbra denotarlos con In ¢ (Kéase simple-
mente “logaritmo natural de ¢”), mientras que los logaritmos
comunes se denotan usualmente con log a. Esta ltima nota-
ci6n es usada también en algunos textos de cilculo en lugar
delnc.
Ejemplos ilustrativos
L ¢Cukl es la caracteristica de log 341.62?
Solucién

La caracteristica de logw a es, en valor absoluto, una unidad me-
nor que el némero de digitos a la izquierda del punto decimal en a.
Por lo tanto, la respuesta es 2.

11. Héllense los logaritmos (con cinco decimales) de 2, 0.2, 0.02.
0.00002.
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Solucién

El ntimero de digitos a la izquierda del punto decimal en 2 es 1.
Por lo tanto, su caracteristica es 0. E nfimero de digitos  la izquierda.
del punto decimal en 0.2, 0.02, 0.00002 cs, respectivamente, 0, —1,
—4, y sus caracteristicas son, pues, 2, —5. En efecto, 0.2
=107(2), 002 = 10%(2), 0.00002 = 10°(2). Por lo tanto, log
2= 0.30103, log 0.2 = 0.30103 -1, log 002 = 0.30103 —2, log
0.00002 = 0.30103

EJERCICIOS ORALES

1. Hallar las caracteristicas de los logaritmos comunes de los
nfimeros siguientes:

(a) 341562 (e) 1423

(b) 32134569 (f) 00213

(c) 0.00123 (g) 0.0000003
(d) 0.142 (h) 56.0000012

2. Hallar los logaritmos siguientes:
(a) log:8 () logw 1000

(s) lon\/_ (g) logw (0.001)

(h) logw (0.01) VIO
(i) loga (0.001) Y10
(i) log.e¥®

(c)
(d)
(e)
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EJERCICIOS

1. Sabiendo que log 2 = 0.301 y log 3 = 0.477, calcilense:

(a) log4 (f) log6

(b) log8 (g) log12
(c) 1log0.5=1log% (k) log%
(d) log5 = log 1% (i) log%

() log9 i) log1%
2. Usando los logaritmos calculados cn 1, hallense con dos deci-
males de aproximacién:
aprox. log V50
aprox. log V125
(c) log 13 = aprox. log ¥/Z200
(d) log 17 = aprox. log V290, si log 29 = 1.4624

10. Cambio de base (curso compLETO). Si se cambia la
base de un sistema de logaritmos por otra, los logaritmos en el
nuevo sistema se relacionan muy simplemente con los del sis-
tema anterior.

En efecto, sea a la primera base y b la nueva base. Enton-
ces a = b” en donde r = logy a. Si ¢ es un niimero positivo
arbitrario y ¢ = a* = b, en donde n = logsc y m = logy ¢,
entonces ¢ = b™, de donde m = rn. Esto demuestra la f6rmula
(28) logs ¢ = (loga ) (logs @),
es decir, el logaritmo de ¢ con base b es igual al producto del
logaritmo de ¢ con base a por el logaritmo de a con base b.

Ya que logs b = 1 cualquiera que sea el valor de b > 1,
se tiene

logablogya =1,
es decir, los néimeros logs @ y logs b son reciprocos. En par-
ticular,

1 ogc
20) In10=_——, -
(29) I g o= (loge)(ln10) =725,
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para todos los ntimeros positivos c. Con calculos directos se
obtienen las férmulas aproximadas

log e = 0.4342945, In 10 = 2.302585.

EJERCICIOS

Usar ¢l valor In = 2.30 y los valores dados en ¢l articulo 9 para
calcular:

(a) In2 (e) In5 (e) In 60 (g) I Yo

() In3 (d) In 90 ) mY% (h) In¥%s

11. Trracionalidad de nimeros reales. Un néimero real se
Nlama irracional cuando no es racional. Si n es un entero ma-
yor que 1y p un entero primo positivo, el nimero V3 es irra-
cional. En efecto, supéngase que a/b = ¥/p con a y b enteros.
Entonces a = b(V/p), a" = b"p. Esto se demostré que era
imposible cn el ejemplo ilustrativo del final del capitulo II.

No es cosa sencilla demostrar si un nimero real dado es
o no racional, pero por lo menos sc puede desarrollar un cri-
terio para dicha propiedad. Se dice que un nimero decimal
es periddico de periodo n si existe un grupo de n digitos que
a partir de cierto lugar se repiten para completar la sucesién
infinita de todos los digitos del néimero decimal. Por ejemplo,

361.793842568425684256 . . .

es un nimero decimal periédico de perfodo cinco si se supone
que todos los digitos que figuran en los puntos suspensivos se
obtienen repitiendo el grupo de digitos 84256. Ahora se puede
dar una demostracién formal de lo expuesto.

Teorema 2. Un niimero decimal infinito es racional si y
s8lo si es un nimero decimal periddico. Si n es el periodo de
d entonces existe un nimero decimal finito b tal que

b
(30) =
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Si se multiplica un némero decimal periédico de periodo n
por 10, el resultado es la misma sucesién de digitos, pero con
2l punto decimal corrido un lugar a la derecha. Entonces d
es un nimero decimal de periodo n si y sélo si n es el entero
menor tal que los digitos de 10°d son, a partir de cierto lugar,
exactamente los mismos que los digitos de d colocados en los
lugares correspondientes. Entonges o = 10°d —d = (10%
—1)d es un némero decimal finito y se ticne de aqui la
f6rmula (30).

Inversamente, supéngase que d es un niimero racional; sea
d = c/e con ¢ y ¢ enteros mayores que cero, Entonces queda-
r4 demostrado que d es un nimero decimal periédico si s
demuestra que existe un entero n tal que (10— 1)d es un
nimero decimal finito. Obsérvese que los tinicos residuos de
dividir enteros por ¢ son los e ntimeros 0, 1, 2..., e—1y,
por Io tanto, que los ¢ + 1 nimeros 1, 10, 16%,..., 10 no
pueden tener todos residuos distintos, Entonces cxisten dos
enteros g y h tales que e = g > h = 0y que 10¢ y 10* dan
el mismo residuo cuando se los divide por ¢. Entonces 10¢
— 10* ser4 divisible por ¢. Siendo n
positivo, y 10F— 105 = 104(10"— 1) = eq con ¢ entero, En-
tonces

(100 —1)d=—” 00 9% _ 2,

Ya que gy ¢ son enteros, el néimero b es un nfmero decimal
finito, Esto prucba que d es un decimal periédico.

EJERCICIOS
1. Expresar las fracciones siguientes con decimales periédicos efec-
tuando la divisién y digase el nimero de digitos del periodo minimo.

(a) % () % (0) % (g) o
) % Q) % ) G (1) B
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2. Expresar los niimeros decimales periédicos siguientes como ni-
meros racionales en forma irreducible:

(a) 1.714285714285... (¢) 0.120120...  Resp.: %
(b) 370370 (1) 0132132, 55
(c) 0076923076923 . (g) 010241024 e

0246000

(d) 0.1212 (h) 2111211121, 211106599,

12. Los simbolos pi y sigma. Una-notacién simple para
la suma s, de los primeros n términos de una sucesién a,
@...es

wta+ ...+ a.

(léase “a, mas a,, mis etc., mas a,”). Para n = 1 esta suma
se reduce a un solo término, es decir, 5, = a,. Otra notacién
mis corta para la misma suma se da con la letra griega sigma
maytscula. Esta es

S

Sa;
y se usa con mucha frecuencia en mateméticas (léase “suma
de a; para i desde uno hasta n”). El simbolo 3, a; se usa para
la suma de los primeros n -+ 1 términos de una sucesién cuyo
primer término sea ag, y generalmente, S a; es la suma de los
términos a partir del emésimo y continuando con los de los sub-
indices enteros consecutivos hasta el enésimo. Por ejemplo,
2m=a.+n.+a,+a. + as + ay. Se usard este simbolo
umcamente para m < n.

El producto fi de los primeros n términos de una sucesién
a3, az. .. puede representarse como
pn= ;...

(1éase “a, por a; por etc., por a,”). Como antes, p, = a,. Se
tiene también una notacién para la cual se usa la letra ma-
ytiscula griega pi: .

Mgy

-
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(léase “el producto para i desde 1 hasta n de a;”). También
se definen
o= aa...an ¥ i = dntmes ... an
param < n.
EJERCICIOS ORALES

1. Digase cusl es el significado de £ av para los casos siguientes:

(2

(a)

(b)

(e)

(d)

13. Series y productos infinitos. A toda sucesién infinita
a,, ... de nimeros realcs se le puede asociar una sucesién
Sty 52 cn donde

31 = a=atat..ta
&
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es la suma de los n términos primeros de la sucesién original.
Esta sucesion de sumas se llama una serie infinita o simple-
mente una serie y se designa ordinariamente con

atat...,
©o con la notacién
(32) Sa

(léase “suma de a; para i desde 1 hasta infinito”).

Una serie (32) se llama convergente si la sucesién de ni-
meros reales sy, $3,... definida por la férmula (31) es una
sucesién convergente. Entonces el ntimero real s, limite de la
sucesién s, 5z ..., sc llama suma de la serie y se escribe

Las series no convergentes, como por ejemplo,
L1+2+38+...
que diverge, o bien 1— 1+ 1—1+ ..., que oscila, no sc
discutirin aqui.
Toda sucesién infinita a,, as, . . . define también una suce-
sién infinita Py, P; ... de productos

(33) P,=1lg

Entonces a la sucesién Py, Py, ... . se le llama un producto infi-
nito, y se denota con a4, . . . o, mejor atn, con

Ta

b
Si la sucesién Py, Py, .. converge y su limite es el nimero
real P, se escribe
(34) P=Ta.

-
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Las series y los productos infinitos son importantes en el
clculo de algunas constantes matemdticas. Por ejemplo, la
razén  de la longitud de la circunferencia al dimetro puede
calcularse usando

1.3 1 1 1 1/1 1
® it ) )
) 3=t e ts) et e
11,1
T T
es decir,
en donde
(1+1 5
a=——\= 3—_) m=2—1

La base e de los logaritmos neperianos puede calcularse usan-
do la serie

1,1
(36) e=1tltmtoto+

all
Para calcular los logaritmos naturales de cualquier némero

real positivo a, puede procederse como sigue, Si a > 1, el nii-
mero real

(37)

es positivo y menor que uno, y se puede caleular el logaritmo
con la férmula

(38) lna=
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Si0<a< I, entonces b = 1/a > 1ylna = —Inb. Eviden-
temente la férmula logi a = In a- logs ¢ puede usarse junto
con la férmula (38) para caleular los logaritmos comunes

La raiz n-ésima positiva de un némero real positivo pued
caleularse usando la llamada serie binomial

m(m
1+ mx +

El término n + 1 de esta serie es

m(m—1)

y la seric es convergente, siendo (1 + x)™ su limite siempre
que —1 < x < 1. Para caleular la rafz n-ésima de un ntimero
real positivo a, se escribe

b c=br(1 + 1), b—‘_<1.
Entonces Y/a=b(1 + x)V/n, y se calcula (1 + x)™ mediante
la férmula de arriba, con m = 1/n y el valor de x menciona-
de. No se tratard aqui la cuesuén de lo comczas que son las

que se van se dard la
siguiente proposicién. Sea a, + a; + . . . una seri infinita con-
vergente tal que los signos van alternando. Entonces si s es la
suma de la serie, se sabe que el valor absoluto de s— s, es
menor que |ane.

Ejemplos ilustrativos
Calcular /37 con dos decimales de aproximacién.
Solucién

87=27+10, V37 =3¥1F %.
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Purlolznlom:%,x:%,

10
VET = ﬂ(l +—x—-x’+ S 04
81 243

10 10 10 /10"
*H“(ﬁ)* () “(ﬁ) o
ISR R YATAY 10 1)
H575(27) +2(27 s\z) to

10 100 ‘
Ahora, 2= 0.370370. .., 2% = 0,069, 2 (12 cs menor que pero
27 2187 2\27

10 8 ! ( m)' .
aproximadamente igual a ~ (42) = 2 = 0,01; 1 (10} &5 aproxi-
wne (’5) 2 s\z

s 1
7) 3 por taato, & . Ash pucs, 37 =331

1
madamente igual a - ( :

aproximadamente.
EJERCICIOS

1 Usese la férmula «(35) para calcular 7 con dos decimales co-
rrector

2 Usese la férmula (36) para calcular los tres primeros digi-
tos de .

. Hallar las tres primeras cifras de ¢ usando como deﬁmuén

de ¢ el limite de la sucesién as, ... en donde ay = ( 1 + =
4. Hallar los logaritmos comunes de los ndmeros nsmgma, a,

con dos decimales empleando las férmulas (37) y (38) y el valor
2 logw e = 0.868.

(@) a=2 (c) (e)

() a=3 (d) )

5. Calctlense:

(@) VI3 (@) V1o (& V&8
) V2T (e) V&I (h) Vg

() V3 (1 Voo Q) V%
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14. Coordenadas cartesianas en el plano. Los nimeros
complejos, asi como los niimeros reales negativos, no son mag-
nitudes, pero pueden ser considerados como magnitudes diri-
gidas. Se describirén éstos, en efecto, como los puntos de un
plano en la misma forma que se han descrito los nimeros
reales como los puntos de una recta.

En un plano se puede construir el diagrama de la figura 7.
Este cs el diagrama de lo que se llariia un sistema rectangular
de coordenadas cartesianas. Consta de un par de rectas per-
pendiculares entre si que se cortan en un punto indicado
con O, que se llama el origen. La recta horizontal (oeste-este)
se llama el eje de las equis y es una recta real, cuya direccion
positiva es hacia la derecha y que tiene a O como su punto
cero. A la recta vertical (sur-norte) se le llama el eje de las
yes y es también una recta real, cuya direccién positiva es hacia
arriba y que tiene a O como su punto cero,

tany P i
" (o i
of
T o
" w
Fic. 7

El punto indicado con (1, 0) es el punto unitario y su dis-
tancia a O es la unidad usada en fodas las medidas en el pla-
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no. Entonces, (0, 1) esté a una distancia de una unidad del
origen y sobre el eje de las yes.

Se establecerd ahora una correspondencia biunivoca entre
los puntos P del plano y las parejas (a, b) de niimeros reales.
Si se da P, al primer ntmero, a, se le llama la abscisa o coor-
denada x de P. Esta es la distancia, con su signo respectivo, des-
de P al eje de las yes. En la figura 7,  es.un némero negativo.
El segundo nimero b se llama la ordenada o la coordenada y
de P. Esta es la distancia perpendicular del punto P al eje de
las equis, con su correspondiente signo. En la figura, b es un
nimero positivo. A los néimeros a, b, se les llama las coorde-
nadas de P. Siempre que se dé una parcja (a, b), se entenderd
que a,y no b, es la coordenada .

Inversamente, si se dan a y b, el punto P de coordenadas
(a, b) queda uni inado como ia i i
de dos rectas. Una es la recta paralela al eje de las yes que
corta al eje de las equis en el punto a, y la otra, la paralela al
eje de las equis que corta al de las yes en el punto b.

Los cjes coordenados dividen al plano en cuatro partes que
se llaman cuadrantes. Se indican éstos con I, I, IIT y IV en
la direccién contraria a las agujas del reloj.

EJERCICIOS ORALES

1. Determinar para cada cuadrante cubles son los signos de las
coordenadas de sus puntos.

2. ¢Cémo pucden describirse los puntos del cje de las equis en
términos de sus coordenadas? ¢ Los del cje de las yes? ;Los de la recta
que pase por O y por el punto (1, 1)? ¢Los de la recta determinada
por los puntos Oy (1, —1)? ¢Los de la recta determinada por (0, 1)
y (2, 1)? ¢Los de Ia recta que pase por (1, 0) y (1,2)?

3. Describir una construceién de Jos siguientes puntos, midiendo
las distancias de los ejes de coordenadas, y decir el nimero del cua-
drante en que se encuentran:

(@) (1,2) (c) (=8, 1) (e)
(b) (2, 1) (d) (—1,8) o
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15. Nameros complejos. El conjunto de todos los puntos
de un plano viene a ser un sistema numérico cuando se defi-
nen para ellos la adicién, sustraccién, multiplicacién y division
Se define
(39) (a,8) + (c,d) = (a+c, b+d),

(a,5) —(c,d) = (a—¢, b—d),
(a, b) - (¢, d) = (ac— bd, ad + be),

ysi (¢, d) no es el origen,

(a,b) _ ( ac + bd bc*ad)

(c.d) At &)
Puede, entonces, demostrarse que todas las leyes que s han
estudiado para la adicién, sustraccion, multiplicacién y divi-
sion, ast como las leyes para los exponentes enteros valen para
el sistema numérico asi definido. A este nuevo sistema numéri-
co se le llama sistema (o campo) de todos los niimeros com-
plejos. Este no es un cohjunto ordenado.

El punto (a,0) sobre el cje de las x puede identificarse
con el correspondiente néimero real a, y las férmulas (39) y
(40) muestran que el sistema numérico de estos puntos es un
equivalente matematico del sistema de los nimeros reales. En-
tonces puede decirse que el sistema numérico de los complejos
contiene al sistema numérico de los reales. Se acostumbra lla-
mar eje real al eje de las equis. Asi se escribir a en lugar de
(a, 0).

El ntmero complejo i = (0, 1) tiene la propiedad de que
#=(0,1) (0, 1) = (—I1, 0) = —1. Los productos

(40)

bi=(6,0)(0,1) = (0, 8)

y los puntos bi estn sobre el eje de las yes. Este eje se llama
el ¢je imaginario y los niimeros bi 5 (0, 0) se llaman niimeros
imaginarios puros.
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Todo nimero complejo (a, b) puede ahora expresarse
como una suma
a=(a,b) = (q,0) + (0, b) =a+bi,
en donde los niimeros reales a y b son las coordenadas de a,

Ahora, las dadas se-
gin la férmula (39) pueden expresarse en la forma

(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+a)i,
(a+ bi) — (c + di) = (a—c) + (b—d)i,
(a + bi) (c + di)
ac + dbi* + (ad + be)i = (ac—bd) + (ad + be)i,
y la férmula (40) para ¢ + di diferente de (0, 0) = 0, como
a+bi _ (a+ bi)(c—di) _ (ac+ bd) + (bc—ad)i
ctdi (c+ di)(c—di) et
_actbd be—ad,
PR N h
De este modo, pueden recordarse ficilmente estas formulas
mediante la adicién, sustraccién, multiplicacién y divisién or-
dinarias de expresiones algebraicas, excepto que se emplea
siempre la propiedad i = —1 cuando se tiene una potencia
de i". Por cjemplo, # = —i, i = 1,1 = i, ctc.

EJERCICIOS

1. Expresar los siguientes nimeros complejos en la forma a-+ bi

(a) 2+3—8+2i 18+i

() (24 3i)(2—3i) N =%

(c) (2+ 3i)(3—2i) (1+0)(1—i)
(d) [(2+i)—@B—2))8—i) (& —Tir—
Co1+si

(e) (h)

1—si a+21—s
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2. Usar la definicién V/—d = V/di para todos los ntmeros rea-
les positivos d para simplificar las expresiones siguientes reduciéndolas
a la forma a + bi

(a) 1+2%—3V% (e Y3+ V=16

(5) (14 V=9)(1— 3%i) V16 + V=9

(c) (V5+ V=5)(V5— V=5) ) YAt+2i—1

(@) VO—3i V=9 +3i
t+v=

16. Unidades complejas. El némero
a=a—bi
(léase & como “a conjugado™) se llama el conjugado del nit-
mero complejo @ = a + bi. Si a es también un nmero real,
entonces b =0y @=a. Si a no es real, es decir, b£0, se
dir que @ es un néimero imaginario, y obsérvese que entonces
atayque .

a

a=2i£0

es un nimero imaginario puro. Puede probarse que si se reem-
plaza i por —i en una expresion algebraica A obtenida a partir
de némeros complejos , B, etc., mediante adiciones, sustrac-
ciones, multiplicaciones y divisiones, el resultado que se obtie-
ne es A. En particular,

atB=a+B a—B

El niimero a& = a* + b* es un néimero real no negativo y
es estrictamente positivo siempre que « es distinto de cero. El
néimero

le] = V& + b = Vaa

es un némero real no negativo, que se llama el valor absoluto
de ay es la distancia desde el origen al punto (g, b). Asi se
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obtiene el diagrama de la figura 8 y puede pensarse en a como
una distancia dirigida de longitud |a]. El 4ngulo 8 medido en
el sentido contrario al de las agujas del reloj desde el rayo Ox
al rayo Oa determina, junto con |al, la posicién de e y se llama
a 0 la amplitud de .

Se ve ahora que
=lal, |af] = V(ap) («B) = Vanﬂﬂ*\allﬁi

i =VG)G) =V -l

Puede demostrarse que

ketAll |

~w| Sle—Bl

Si |a] = 1, se dice que a es una unidad compleja. Todas las
unidades complejas estin en una circunferencia con centro
en O, de radio 1. Ademds, todo ntimero complejo a 7 0 puede
expresarse como

. 3
n=a+ln=|¢|<(&+m

lo] &
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en donde el néimero complejo i tienc la propiedad de que

@+
i A
Il o
As, pues, todo nfimero complejo es ¢l producto de su valor
absoluto y una unidad compleja 4. Ya que a/la] y b/la] son
proporcionales a a y b, la amplitud 6 de a es la misma que
la amplitud de p.
En el articulo 7 del capitulo VIII se obtendrén mas pro-
piedades de los nimeros complejos.

EJERCICIOS

1. Hallar el valor absoluto de los siguientes ntmeros complejos:

(a) 3+4i (e) (5+12i)(1—2i)
(b) 1+i (p G2
@ 1—V3i | (3—4i)

¢ ) (7—24)
@ a+a0—3% O —Fg—e——

2 Hallar l valor absoluto y In amplitud (en grador) de cada
uno de los siguientes nimeros complejos

—1+i

(a) —— (e) —34

) 2+2i (1) —2—2V3
() —1+4V3i () —V3+ V3i
(d) 2 (h) VI—Vii

17. Campos de némeros complejos. Un conjunto F de
némeros complejos se llama un campo si tiene las siguientes
propicdades:

1. La suma a + B de dos nimeros arbitrarios a y f de
F estd enF.

2. La diferencia a— 8 de dos nimeros arbitrarios @ y §
deFestd en F.
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3. El producto o de dos nimeros arbitrarios a y B de
FestdenF.

4. Siayp estin en F y B no es cero, entonces ¢l cociente
«/P estd en F.

Ejemplos ilustrativos (curso coMpLETO)

1. Sea m un entero cualquiera que no tenga ningén cubo por
factor y tal que m > 1, de manera que m tenga una raiz cébica posi-
tiva Y/m. Demostrar que el conjunto F de todos los nmeros de la
forma a + b¥/m + ¢/, en donde g, b, ¢ son niimeros arbitrarios,
es un campo.

Solucién
Sia=a+b¥m+c¥my p=d+ e¥fm+ [Ym

entonces
atp=(atd)+(b+a)Vm+ (ctNVm
esth en F,

= (=) + G ¥m + =DV
af =1+ sWm+ eyfm

esté en F, en donde se usé el hecho de que (¥/m)
= (/m)* para obtener
r=ad+bfm+cem, s=ac+bd+efm, t=af +cd+be

Un némero 8 de F es cero a menos que alguno de los nmeros
d, e, f sea distinto de cero. Entonces se usa la férmula del producto
para caleular lo que se llama la norma de 8. Esta es el producto.
NB) =8, Y= (E—mef) + (Pm—de)¥m + (& —d) V'
¥ se caleula
r= (& —mef)d + (Pm— de)fm + (a_a,m

&+ é'm + fm' — Smed,
(4'—~’MI)- o+ (fm ic)d + (¢ —df)fm =0,
mef)f + d + (fm—de)e =0 de modo que

N(p) p bt Pm* — Smdef.

estien F,

m,
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Pero entonces, si N(B) # 0, sc tiene
oo o w
B NB® B NG
y se necesita ya Gnicamente demostrar que si B ¥ 0, entonces N(B)
#0. Pero si N(8) = 0 con d, e y f no las tres nulas, entonces se
podrd multiplicar siempre por el minimo com@in denominador y ob-
tener & + &'m + f'm* — 3mdef = 0 para los enteros d, ¢, f que no
tienen otro factor comiin a todos ellos que el 1. Si p es un factor
primo de m, p divide a @ y, por lo tanto, a d, es decir, d = gp, y
#* divide a

&m + fm® — 3mdef.
Si #* no divide a m, entonces o* divide a ¢'m y ya que p divide a ¢,
#" divide a f'm’ y p divide a f, lo cual es una contradiccién. Aniloga-
mente, si m es divisible exactamente por ?, entonces p* divide a e'm,
p divide a ¢, p* divide a &, p* divide a d, p* divide a f'm’, y p divide
a f, lo cual es contradictorio. Esto prucba que N(8) # 0 si d, ¢, f no
son los tres nulos y también que 8 0 si d, ¢, f no son los tres nulos.
Con esto queda también demostrado que F es un campo.

1L Expresar el cociente
14392 — V4
Vi

3
en la forma a + b¥/2 + /4.

Solucién

Se caleula d =3, e =0, f= Y=9+202+3YF y se
rma

for
5= (L 39T VA (9+ 2972 + 33
(3— VA (9 + 2V2 + 393)

EJERCICIOS ORALES

1. ¢Es el conjunto de todos los némeros enteros un campo?
2. ;Es el conjunto de todas las fracciones positivas y negativas un
campo?
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3. ¢Es el conjunto de todos los nmeros racionales un campo?

4. ¢Es el conjunto de todos los niimeros reales un campo?

EJERCICIOS

1. (curso comPLETO). Demuéstrese que cl conjunto F de todos
los némeros de la forma a + b/ cs un campo donde m % 0 es un
entero fijo sin factores que scan cuadrados, y a y b son nmeros ra-
cionales arbitrarios. SucgenciA: Compryébese que

1 —dVm
ct+dVm F—dm

¥ muéstrese que ¢ — d'm es diferente de ccro si ¢ y d no son ambos
nulos.

2. Expresar los cocientes siguientes en la forma a + bV/m, en
donde a y b son racionales:

() SLEVZ gy 0+ VR

2V2 1=V
by 3E4VE oy (VB3 (V2 + V)
2+ V3 (VB—2)(V2+VT)
(o) =2=3VE () 2V6—8+3VAVE—VH
4+ V6 2+ V6 + V3(V2—V3)
1—VE ) (VE—DVEE VE)
1+ Vey (VB+1)*-9
() BEVEE () (VE+VE+ Vi) (VI—VE— V3)
2+ V5 V3+ Vo)

3. (curso compLeTo). Expresar los cocientes siguientes en la for-
ma a+ bW2 + Y% en donde a, b y ¢ son racionales, usando el
ejemplo ilustrativo 1.

(a)

\yl © n+v"2;zv’4
1+ V2 — V% 2
®) ll+%_% o L=V2—2¥3

1—2V¥2
V2 5—4¥2—2V4
“ Jaiei © Vi

() () 3+2V2+ Vi

1
V2i— V2 —1+2¥2+ V4
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18. Operaciones racionales. Una expresién algebraica
cualquiera en la cual figuren solamente las operaciones enteras
de sumas, restas y multiplicaciones de cantidades se llama wna
funcién entera o un polinomio en dichas cantidades. Tales ex-
presiones se resuelven siempre de acuerdo con las diez leyes
para las operaciones enteras. Una expresién en la cual las
indicadas sean las nes racionales de suma,
resta, ion y divisién de canti con d
dores siempre diferentes de cro, se llama una funcién racional
de sus cantidades, y siempre se supondré que son vilidas las
leyes para las operaciones racionales. Se podrén usar siempre,
para simplificar funciones racionales, las once leyes, las le-
yes para exponentes y las f6rmulas (3) a (11) para operaciones
racionales que se enunciaron al principio de este capitulo como
propiedades de los némeros racionales. Asf, pues, toda funcién
racional puede expresarse como cl cociente de dos polinomios.
Se proceder ahora a estudiar las funciones racionales.




CAPITULO IV

POLINOMIOS Y FUNCIONES RACIONALES

1. Polinomios en x. Un polinomio en x es una expresion
algebraica formal

(1 f(x) = ax* + ar =i+ ...t ay

(léase “f de x igual a a cero x a la n-ésima, més @ uno % a
Ia n—1, més, etc.,, mds a sub n”). Es una suma formal de
2+ 1 términos, siendo el primero agx". El simbolo n repre-
senta un entero que es positivo o cero, El término apx*— se
llama término general del polinomio y es el término (i + 1).
El tltimo término a, se llama término constante de f(x) y
ajusta la formula para cl término general si se acuerda iden-
tificar ° con 1, ap con ayt’.

Los simbolos s, @y, - . , a, se llvnan coeficientes de f(x).

Representan némeros complejos « «vinarios no especificados, y
se les llamara constantes. En cualquier problema particular se
especificarin.

CGuando los coeficientes de un polinomio son todos cero, se
le ltama polinomio cero. Se convicne en que todos estos po-
linomios son iguales y se identifican con el nimero cero. Por
ejemplo,

05"+ 0x+0=0c+0

Si un coeficiente a; de un polinomio f(x) es cero, el tér-
mino correspondiente a a;x*— = 0x*~ normalmente se omi-
te. Se conviene en identificar todos los polinomios que difieren

100
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solamente en la presencia o ausencia de términos con coefi-
cientes cero. Por ejemplo,
f(x) = 3x° + 5x° + 7x — 2 = 3x% + Ox* + 5x* + 0x*
+ 7x—2 = 02" + 02° + 325 +52° + 02 + 7x—2.

Si f(x) y g(x) son dos polinomios arbitrarios, se pueden
agregar, de ser necesario, términos con coeficientes cero a uno
de ellos y escribir entonces ambos Polinomios como en la
férmula (1) y con la misma n. Por ejemplo, si

f(x) =32+ 58 + 7x—2

g(x) =2 —6x* + 2 —1,
se puede escribir
f(x) = 32% + 0xt + 55° + 0x* + Tx—2,
g(x) = 0x® + 204 + 003 — 627 + 26— 1,
Entonces se conviene en que, por definicién, dos polinomios
£(x) y g(x) son iguales.si los coeficientes correspondientes son
niimeros iguales.

Si f(x) no es el polinomio cero, tiene por lo menos un coe-
ficiente distinto de cero. Se pueden entonces borrar sucesiva-
‘mente aquellos términos primeros que tengan cocficiente cero
hasta llegar a un nuevo término primero con coeficiente distin-
to de cero, Esto permite escribir cualquier polinomio como
en la férmula (1) con a5 0. Cuando es asi, se dice que a
es el coeficiente inicial de f(x) y n es el grado de f(x). Por
ejemplo, 0x° + Ox* + 4x* — 2% —1 es de grado 3, y no de
grado 5, y el coeficiente inicial es 4.

Un polinomio como el de la férmula (1) con n =10 se
reduce a su primero (y Gltimo) término aex™ = @, = a,. Se le
llama un polinomio constante. Se le da el grado cero aun en
el caso que sca el polinomio cero. Se haré referencia algunas
veces a los polinomios de grado n > 0 como a polinomios no
constantes.
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Un polinomio de grado n = 1, 2, 3, 4, se puede también
llamar polinomio lineal, cuadrdtico, ciibico y cudrtico respec-
tivamente.

Si el simbolo x se reemplaza por un nimero complejo c,
cada vez que x aparece en un polinomio f(x), el resultado es
un niimero que se acostumbra denotar con {(c). Se dira que
f(c) es el resultado de sustituir x por ¢ en /(x). Por ejemplo, si

f(x) = 3% — 4 —6x— 14,
entonces

f(1) = 3(1)‘*40)‘75(!) —h=—it,
£(2) =3(2)*—4(2)* —6(2) —
18—32—12—4=0.
Los néimeros (c) se llaman los valores de f(x). Se dice tam-
bién que f(c) es el zalor de {(x) para x = c. Resulta claro que
sif(x) = g(x) entonces f(¢) = g(c) para todo némero com-
plejo c.

Los valores £(0), f(1), f(—1) se calculan con mucha fre-
cuencia y es atil observar que mientras {(0) es el término
constante a, de f(x), f(1) es la suma de los coeficientes de
f(x), y f(—1) es la suma de los coeficientes de todas las
potencias pares de x menos la suma de los coeficientes de todas
las potencias impares de x.

EJERCICIOS ORALES

1. Hala ol grado n y Tos coeficientes @, a ... a» de los si-
guientes polinomi

5x'— 3¢ 20— Tx 4 1

30—+ x

65— 8+ 9x—7 4 2

—52 + 1

4 0t

— A

2. Calcular £(0), /(1), f(—1) para los polinomios del ejercicio 1.
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De los polinomios (a) — (e) del ejercicio 1, cuiles son linea-

les, (uadvdum: ciibicos, etc.

4. Leer los primeros cinco términos de ase® + aw* + ... + an

5. Leer los cuatro dltimos términos del ejercicio 4.

6. ¢Qué suposiciones acerca del grado n deben hacerse para que
tengan sentido los cjercicios 4 y 57

2. Sumas, diferencias y productos. Los polinomios se su-
‘man sumando los coeficientes correspondientes y se restan res-
tando los coeficientes correspondientes. Por ejemplo,

(3%° —4x* + 2x + 1) + (—2x¢ + 5¢° + 3x—2)
= (355 + 0x* + 05 — 4 + 2 + 1)
+ (088 — 244 + 53 + 0x* + 3x—2)
= 3% —2x* + 5x° — 4a? + 5x — 1.
Si n es el mayor de los grados de dos polinomios f(x) y
(%), se puede escribir

f(x) = apx* + @i+ ...+ an

o(x) = box + bn—1 + ... +b,
i tienen grado distinto, uno de los coeficientes ao y bo es cero.
Cuando se han escrito asi, se tiene

(2) f(x) +g(x) = (a0 + bo)x* + (ay + by) a1 + ...
+ (an + ba).

Este es un polinomio cuyo grado no es mayor que n. El resul-
tado obtenido puede extenderse a sumas de varios polinomios
y enunciarse como sigue:

Teorema 1. El grado de una suma de polinomios no es
mayor que el mayor de los grados de todos los polinomios que
se suman.

El producto de f(x) = ape" + asx"=* + ... + a, de gra-
donyg(x) = box+buxm—t+. .. + by de grado m es la su-
ma de todos los productos (asx*—) (bsx™—i) = (ayby) xr+m——i,
Todos los términos con el mismo exponente para ¥ se
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combinan sumando sus coeficientes. Si f(x) o g(x) es el
polinomio cero, su producto es cero, En caso contrario ao 7 0,
bo#£0 y f(x)g(x) tiene precisamente un término de grado
n + m, a saber, aobox™*™. Este es el término de maximo grado
y resulta que el grado de f(x) g(x) es n + m.

Este resultado vale para los productos de varios polinomios.
Los polinomios que se multiplican s llaman factores y se enun-
cia el resultado como sigue:

‘corema 2. El grado de un producto de polinomios dis-
tintos de cero es igual a la suma de los grados de sus factores.
El coeficiente inicial de cualquier producto es igual al produc-
to de los coeficientes iniciales de los factores, y el término
constante de un producto es igual al producto de los térmi-
nos constantes de sus factores.

Este resultado tiene como consecuencia simple:

Teorema 3. El producto de polinomios distintos de cero
es distinto de cero y es una constante si y sélo si todos sus fac-
tores son constantes. *

En efecto, el grado de un producto es la suma de los gra-
dos. Estos grados son todos némeros naturales y su suma puede
ser cero tinicamente cuando los grados que se sumen sean cero
todos, es decir, los factores son constantes.

El producto de un polinomio ax" + awx"* + ...+ a,
por un polinomio constante b es

bags® + bayn + ... + bay.
En particular,
(—1)f(x) = —f(x) = (—aox") + (—ax* ) + ... + (—an)
y cualquier diferencia f(x) —g(x) =f(x) + (—1)g(x).
Ademis, el teorema 1 es valido no solamente para sumas sino
también para diferencias. En realidad vale para sumas de
multiples constantes de polinomios.

Se puede ahora establecer que cualquier expresién alge-
braica obtenida mediante la aplicacién a x y a las constantes,
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de un nimero finito de operaciones enteras de adicion, sus-
traccién y muliplicacién es un polinomio cn x. También sc
dan las definiciones de suma y de
de manera que se satisfacen las leyes para las operaciones cn-
teras y para los exponentes enteros no negativos. Entonces
resultaré cierto que si se sustituye x por cualquier némero en
dos expresiones formalmente distintas-del mismo polinomio,
los némeros resultantes seran un mismo ntmero, Por ejemplo,
se tiene la igualdad polinomial
(3) (3x—2)%(x + 1) —x(2x + 1) (2x—1)
—5(x+ 1)a* = —8x —Tx + 4.

Entonces se establece que, en particular,
(3-1—2)2(1+1)—1(2- 1+ 1)(2-1—1)

—5(1+ 1) (1) = —8(1)

7(1) + 4.

EJERCICIOS ORALES

1. Hallar el grado n y los coeficientes ao, @, .-, ax en los poli-
nomios siguientes:
(a) (38 —4x"+2x —1) + (—2¢ + 2 + 2x +3)
(b) 3(2¢% + 4x'— 3 + 21 —1) — (85" + llx +2)
2(:‘ +x+2)
(c) 1425+ 37 —4x'+2—x—32 —
(d) 2(2¢—3x+1)—3(+ 27+ S (1 9;)
+2(32—1).
2. Hallar el grado, el coeficiente inicial y el término constante
ax de los polinomios f(x) siguientes (dsese el teorema 2.y que
1(0) = an):
(a) (3" —4x +1)(2x—1) + (s +3)
(b) (£—1)"(28—3)(#) (x + 1)
(c) (24 1)(2—1)(=+ z)(z:— 3
x)(2;’~l)(*‘+ 2)5

+
(@) #x—DRx+1)(x+2) —( + D) (* +

Doy
(e) (32*—1) + (32 —1) (5 + 2) — (2¢*—3) —2x"
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3. Cleulo de polinomios. Cuando es necesario calcular
varios polinomios, resulta que ciertos tipos de expresiones fi-
guran con tanta frecuencia que se justifica el desarrollo de
formulas para el calculo. Algunas de estas férmulas son:

*) (x+y)? =5+ 20y + 9
(% +3)? =2+ 3ty + 357 + 97,
(x+9)(x—y) =2"—»"

Por cjemplo, al calcular
fx) = (Bx—2)*(x + 1) —x(2x + 1) (2 —1)

—5(x+ 1)x
usando las férmulas mencionadas sc tiene
f(x) = (9% —12¢ + 4) (x + 1) —x(4x*—1)

—5(x + #7) = 90— 129 + dx + 9F —12¢ + 4
— 4 x5 5 = 8 —Tx + 4

Hay un procedimiento ligeramente distinto del que se aca-
ba de usar para calcular polinomios. Difiere principalmente
en la forma de seleccionar y ordenar los términos. Es un mé-
todo valioso para ahorrar lugar y tiempo y el estudiante en-
contrara bien empleado el tiempo que haya usado en adies-
trarse en él.

A este procedimiento se le puede llamar procedimiento del
exponente fijo. Se selecciona un exponente fijo i y se calculan
todos los coeficientes de la potencia i que hay en los términos
cuya suma es f(x). Entonces la suma de estos coeficientes es
el coeficiente de % en {(x). El procedimiento empieza con la
determinacién del coeficiente de la potencia méxima de x que
aparece en todos los términos de f(x). Este coeficiente serd
el coeficiente inicial de f(x) a menos que sea cero. El proce-
dimiento termina con el clculo de a, = £(0). Los detalles del
proceso se aclaran en los ejemplos que siguen.
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Ejemplos ilustrativos
I Caleular f(x) = (3x—2)"(x + 1) —x(2¢ + 1) (21* 1)
+ 1)

Observaciones: Se escribe primero

f(#) = (97— 125 + 4) (x + 1) — x(48 — 1) — 55— 55"
El exonente méximo es ires y los términos en ' son los términos ini-
ciles de los productos. Los términos en #' son productos de x por
%y de x* por constantes. Los términos én x son productos de x por
constantes.

Solucién

El coeficiente de x* es 9—4 —
=—8ycldexes (—12+4) +1
consiguiente,

(=)

1L Caleular el coeficiente de #* en el polinomio
(@F—1)(x+2) + (2 + 1) (F —20—2) + 2(3171)(,( +1)
—1)%

0, ¢l de £ es 9—12—5
. También {(0) = 4. Por

—8x —x + 4.

Solucién

El coeficiente es (2){2) + 1 +2(—2) + (2)(3) —3=4.
1ML Simplificar la expresién
fry = BE=3)(3 +|lo) +8(3x + 1)

Solucidn
En el numerador, el coeficiente de x* es
(6)(3) + (8)(9) = 18 + 72 =90,
el de x es 6(1—9) + (8)(6) = 0, y el término constante es
6(—3) +8=—10.

Por consiguiente, f(x) = 9x'— 1.

EJERCICIOS
1. Usar el procedimiento del exponente fijo para calcular los
cocficientes de los siguientes polinomi
= (38 —4) (s + 1)_ (20t 1)(x—2)
2e( + 2 —1) — (£ + 3x + 2) (x—1)
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() f(x) = (2% + 3) (2x—3)x— (26" + 2 + 1) (x—1)
(d) f(x) = (26 + 3x—1) (£ —26—2) — (2 — 1)
(&) [(x) = (f—x—1)(£ + 2+ 1) + (s + 1) (£ +2)
() f(x) = (x+ 1) (£ + 1) —2(28 — 1) (x—1)

+ 38 —2)

2. Calcular los coeficientes de x* y x en los polinomios siguientes:

(a) (&4 2x—1)(£—x) —x(x+ 1) (22) —x(x + 1)

(b) x(x+ 17— (£ +1)(2x—2) +-(x+ 1)*

(c) Sx+1)(x—1)—(2x+1)(2x—1) + 2(¥ + 1) (x)

(d) 2(x+ 1) —x(2x + 3)(2x —3) + (# + 1)x

3. Calcular el coeficiente de x en las siguientes expresiones:

(a) 3(x—my)* + 2(x —my) (mx + y) — 4(mx + 3)*

(b) (x—my)* + 6(x—my) (mx + y) —9(mx +y)*

(c) —2(x—my)*+ (x—my) (mx + y) — 3(mx + y)*

4. Elalgoritmo de la divisién. El algoritmo de la divisién
para los niimeros enteros tiene un andlogo para polinomios que
se enuncia como sigue:

EL ALGORITMO DE LA DIVISION PARA POLINOMIOS. Sean
f(x) v g(x) dos polinomios tales que g(x) no es una cons-
tante. Entonces existen polinomios inicos q(x) y r(x) tales
que el grado de x(x) es menor que el de g(x) y
(5) f(x) = q(x) - g(x) +r(x).

Guando el grado de {(x) es menor que el de g(x), el polino-
mio q(x) = 0yf(x) = r(x). Por otra parte, el grado de q(x)
es igual al de (x) menos el de g(x).

Del enunciado del algoritmo resulta claro que solamente
se necesita probar la existencia de g(x) y r(x) en el caso en
que

f(x) = aox" + @™l + ... + ay,
£(x) = box™ + by + ... + bm,
A0, bo#0 y nZm>0.
Entonces el llamado procedimiento de la divisién empieza con
la sustraccién
F(x) — awx™mbylg(x).
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Esto elimina el término a,+* obteniendo un polinomio de gra-
do a lo sumo igual a n— 1. Un nimero finito de tales sustrac-
ciones de mltiplos de g(x) reduce el grado de la dltima
diferencia r(x) a un valor menor que el grado de g(x). En-
tonces se tiene la igualdad (5), en donde g(x) empicza con
aubi—'* y tiene ¢l grado que se afirma en el algoritmo.

Para demostrar que g () y 7(x) on tnicos, supéngase que
f(x) = s(x) * g(x) + t(x), donde el grado de ¢(x)es menor
que m. Entonces por el teorema 1, el grado de

r(x) —t(x) = [5(x) —q(x)]e(x)
es menor que m. Esto, segtin el teorema 2, es imposible, a
menos que s(x) —q(x) =0, en virtud de que g(x) es de
grado m. Por consiguiente,
s(x) = q(x),

(%) —t(x) =0, r(x) = t(x).

Nétese que si ¢ es un nimero cualquiera y g(x) = x
entonces el polinomio residual r(x) es de grado 0, es decir,
una constante r:

(6) f(x) = q(x)  (x—¢) +r.
Si g(#) es un polinomio de segundo grado #* + ax + b, en-
tonces el residuo 7(x) es un polinomio lineal:

(7) f(x) = q(x) (s +ax +b) +ex+d

¢

concyd constantes.

El ite ya habri i el imie de la
divisién en el 4lgebra elemental. Si necesita ejercitar més, los
ejercicios del articulo 7 referentes al procedimiento del m.c.d.
serén ftiles al efecto.

5. Reducibilidad de polinomios. Un polinomio f(x) es
divisible por un polinomio g(x) si f(x) = g(x)q(x), donde
4(x) es un polinomio. Cuando g(x) es un polinomio no cons-
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tante, esto ocurre solamente en caso de que el residuo r(x)
del algoritmo de Ia divisién sea el polinomio cero.

La igualdad f(x) = g(x)q(x) se llama una factorizacidn
o descomposicién en factores de f(x) en los factores (o divi-
sores) g(x) y q(x). Todo polinomio tiene descomposiciones en
factores o factorizaciones triviales.

®) 1(x) = ala=1f(x)]
para cualquier nimero a 5 0. Por tanto, todo polinomio tiene

a todas las constantes distintas de cero y a todos los miltiplos
constantes distintos de cero como /a:mm tnumle:

Si un polinomio no tiene mis que las tri-
viales se dice que es un polinomio irreducible (o primo). To-
dos los polinomnios lincales son Si un poli tie-

ne factorizaciones no triviales, se dice que es un polinomio
reducible. Por ejemplo,

23+ 2= (x—1)(x—2)
es reducible. El polinomio

x—2=(x+ V2)(x— V2)

es también reducible si se permite el uso de coeficientes irra-
cionales. Sin embargo, si se consideran {inicamente coeficien-
tes este. es il En efecto, si no
lo fuera, usando el resultado acerca de los coeficientes mu;lales
(teorema 2) se tendria que

$#—2= (x—a)(x—b)

con a, b racionales. Entonces,
@ —2=(a—a)(a—b) =0
de donde a* = 2, Esto ya se ha demostrado que no es posible.
Ahora ya resulta claro que las cuestiones de reducibilidad

e irreducibilidad de un polinomio dependen de la naturaleza de
los coeficientes que puedan usarse. Se supondré en el resto
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de este capitulo que los coeficientes se tomarén de algin cam-
po fijo F de némeros complejos. Los casos més importantes
seran aquellos en que F es el campo de todos los némeros ra-
cionales o el campo de todos los niimeros reales o bien el de
todos los niimeros complejos, Se obtendran resultados validos
para todos los casos.

6. Teoremas de factorizacién. Un polinomio reducible
f(x) tiene grado n > 1 y una factorizacién no trivial

f(x) = g(x)q(x).
Ninguno de los dos factores no triviales g(x) y q(x) es una
constante y el grado f(x) es la suma de ios grados de estos
factores. Puede enunciarse esto como sigue:

Lema 1. El grado de un factor no trivial de f(x) es me-
nor que el grado de £(x).

Si f(x) = g(x)q(x) y g(x) = h(x)s(x) son factorizacio-
nes no triviales, entonces f(x) = h(x)5(x)q(x) es una facto-
rizacién no trivial en tres factores. El lema 1 implica una dis-
minucién de los grados. Este proceso debe forzosamente
terminar y puede acabarse solamente cuando todos los factores
que se obtengan sean irreducibles. De aqui se obtiene el pri-
mero de los teoremas de factorizacién.

Teorema 4. Todo polinomio reducible es un producto

£(x) = pa(x)pa(x) - .- pu(x)
de un ndmero finito de polinomios irreducibles.

Por el teorema 2, el coeficiente inicial de f(x) es el pro-
ducto de los coeficientes iniciales de sus factores. Se' pueden
sacar estos coeficientes obteniendo el

Teorema 5. Todo polinomio reducible es un producto
(9) £(x) =aops(x)pa(x) ... pa(x)
de su coeficiente inicial aq y un nimero finito t de polinomios
irreducibles py(x) cada uno de los cuales tiene coeficiente ini-
cial igual a uno.
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Se demostrard mis adelantc que esencialmentc sélo hay
una factorizacisn como la de la formula (9). Desde luego, el
orden de los factores no es tnico. Por ejemplo,

(x—])(x—Z)(x+ 1)(x—1)(x—3)
= (x—3)(x—2) (x + 1) (x—1) (x—1).

Sin embargo, tanto los polinomios irreducibles i(x) con coe-
ficiente inicial uno como el némero de veces que aparecen
en la formula (9) son dnicos.

Si un polinomio irreducible p(x) aparece exactamente ¢
veces como factor de f(x) en la férmula (9), pueden agru-
parse juntos estos factores y escribir su producto como p()*.
Entonces p(x)¢ divide a f(x), y p(x)*+ no lo divide. Se dice
que ¢ es la multiplicidad del factor irreducible p(x) de f(x).

EJERCICIOS

1. En los polinomios siguientes los factores irreducibles son li-
neales. Escribanse estos polinomios como productos de constantes por
potencias de factores lineales distintos con coeficiente inicial uno y
digase cudl es la multiplicidad de cada factor.

(a) (x—1)(#—32+ 2)(:‘-:-2)(; +2)
(b)) (x—1)*(x+ 1)*(x—1) (x—
() (264 1)'(3x + 1) (2% + 1)(4,-_1)
(@) x(x+ 1)L — D' + 2
o) (2 — 3¢ + 2¢°) (' — =) (' — 2%)
() (x4 1)x—1)"(F—1)"(—9)*(s* + 4x + 3)*
(' — 25 —3) (26 + 4x —6)*

2. En los polinomios que siguen, los factores, tal como estii: i+
critos, son potencias de polinomios irreducibles en cl campo dc los
némeros racionales. Digase cudl es la multiplicidad de cada uno de
los factores con coeficiente inicial uno.

(a) (#+17(x—12+2)(x+ 1)
(b) (2 —2—2)'(2¢ —4)x
() (F+2)(F+2(F+2)
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(d) (£—2)" (f—2)"(28 —4)°
(e) (3x—6) (x-—1)'(x—2)°
) @f+4)(=+2)(4"+8)°

7. El proceso euclidiano del m.cd. (CURso COMPLETO).
Un divisor comiin de dos o més polinomios s un polinomio
factor de todos ellos. El m.c.d. de varios polinomios, no todos
nulos, es el divisor comin de mayor grado y de coeficiente ini-
cial uno. Puede verse que este polinomio es Gnico.

El m.c.d. de dos polinomios f() y g(x) 7= 0 puede calcu-
larse por un procedimiento polinomial anilogo al del articulo
7 del capitulo I1. Primero se probard el siguiente:

Lema 2. Si g(x) 50 es un_divisor de £(x), entonces el
m.cd. de §(x) y g(x) es un miltiplo constante de g(x).

En efecto, todo divisor comin de f(x) y g(x) divide a
g(x); por tanto, el grado de su m.c.d. no es mayor que el
de g(¥). Pero g(x) es un divisor comiin de f(x) y g(x) y tiene
el grado méximo posible.

Lema 3. Sean g(x) 0, y a, b dos constantes cualesquic-
ra no nulas, £(x) = q(x)g(x) + r(x). Entonces los divisores
comunes de £(x) y g(x) coinciden con los divisores comunes
de ag(x)  br(x). Por consiguiente, el m.c.d. de {(x) y g(x)
es el mismo que el de ag(x) y br(x).

Efectivamente, si ¢(x) divide a ag(x) y a br(x), divide a

f(x) = q(x)g(x) + b~"r(x)
y a ag(x). Inversamente, si ¢(x) divide a f(x) y a g(x),
también divide a ag(x) y a br(x) = b[f(x) — q(x)g(x)].

Los lemas 2 y 3 se usan en un procedimiento para el cilcu-
lo del m.c.d. d(x) de f(x) y g(x) 5= 0. Si g(x) divide a f(x),
el producto de g(x) por el inverso de su coeficiente inicial es
d(x). En caso contrario, se usa ¢l algoritmo de la divisién
para encontrar el polinomio r(x) del lema 3. (Las constantes
ay b se usan para evitar fracciones en los casos en que se
estudian polinomios con coeficientes enteros.) Si r(x) divide
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a g(x), d(x) os el producto de ¢(x) y una constante. Si no
es asi, sc divide g(x) por (x) y sc obtienc un nuevo residuo
de grado menor. El proceso termina con un Gltimo residuo
no nulo que es, excepto por un factor constante, ol m.c.d.
buscado.

Sean fy(x), fa(x), ..., /i(x) polinomios arbitrarios dife-
rentes de cero y dy(x) el me.d. de fyfa), .., fi(x). Entonces
puede demostrarse que el m.c.d. dia(x) de f(x),-.., fi(x),
fuea(x) es el med. de di(x) y fuoa(x). Asi pucs, el algoritmo
de la divisién puede scr utilizado para hallar el m.c.d. de cual-
quier némero ¢ de polinomios.

En el caso menos frecuente en que se dan polinomios en
forma factorizada, su m.c.d. se calcula por el procedimicnto
ordinario. En cfecto, éste cs el producto de todos los polino-
mios primos que sc encuentran en las diversas factorizaciones,
Pero con exponentes iguales al menor de los que aparecen cn
cada una de las descomposiciones cn irreducibles. Asi, si

f(x) = (1) + 130 + 1) (25 —4)",
(%) = (x—1)%(x -+ 1)°(2x —4)",
falx) = (26— 4)3(x—1)*(3* + 1) (x + 1)%,
entonces ¢l exponente menor de x— 1 es 3, el menor de
(x+1)% es 2, el de x*+ 1 es 0 y el menor exponente de
x—2 es 3, Por consiguicnte, el m.cd. es (x—1)3(x + 1)*
(x—2)3. Este procedimiento es relativamente de poco uso
¥ no se insistir en él. El m.cm. de dos polinomios distintos
de cero f(x) y g(x) es el polinomio M(x) con coeficiente ini-
cial uno que es divisible por f(x) y g(x) y cuyo grado es el
menor de todos los grados de aquellos polinomios no nulos
divisibles por f(x) y g(x). Puede demostrarse que si ao, bo
son los coeficientes iniciales respectivos de f(x) y g(x) respec-
tivamente y i d(x) es su m.c.d,, entonces
f(x)e(x)
s
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es su mem. M(x). El mcm. de un conjunto de polinomios
fu(%), -, fe(x) puede calcularse usando la propiedad de que
si Mi(x) es el mcm. de fy(x), ..., fs(x) entonces ¢l m.cm.
de fu(),. ., fia(x) es igual al mem. de Mi(x) y fon(x).
El calculo del m.c.m. no es particularmente importante y so-
lamente se ilustrari més adelante.

Ejemplos ilustrativos
1. Hallar el med. de x'— 26 —2x — 1 y £ — 2 — 26— 3x

Solucisn
e _|z—2 x+2
FFIe T ar—2r — il — 2727 —9x—2
x4 3t + I —2xt —_
0 T2 —F—2 20— 22 —2x—2
—2e 2 42 —4x—2
2% Fox

Por tanto, el m.c.d. es x* + 1. Nétese que ya que x no es factor de
2w 21,
clmed. de gy # + x es el mismo que el med. de gy ¥+ 1. De
esta manera puede ahorrarse un paso en el proceso. Sin embargo,
esto se sigue sélo cuando se tenga ya la teoria de la factorizacién del
articulo 9.

1L Hallar el m

de X+ 278 —x—2, #—3x+2 £ +x

2.
Observacién: Parece lo més simple calcular el m.c.d. de x'—3x
+ 2y 2+ x—2y después el mcd. de este resultado y de x* + 22

—x—2

Solucién
|gtsete | lotxt2
—1|f+ 22— x—2x— 1] x— x"——Sx+2
[ — 5 " x—2
F+ = --4x+0
P
2x—2
2c—2
[

Resp.: med.
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[T Hallar ¢l m.m. de los polinomios del ejemplo ilustrativo TL.
Solucién
= (F+x+2)(x—1),
3, (' + x—2) (x—1),
de modo que M, = (¥ + x + 2) (+ + x— 2) (x—1). Ahora,
h=F+ % —x—2= (F+ 3 +2)(x—1)
=(x+ l)(x +2)(x—1),
M= (¢ + x4 2) (s +2) (x—
¥, usando esta forma factorizada o bien el proceso ¢1 mcd, se en-
cuentra que el m.cd. de My y faes (x + 2)(x—1). Entonces
=@+ (x— 1D+ 1),

EJERCICIOS
1. Hallar el m.cd. de cada una de las siguientes prejas de po-
linomios:

() #—3"+4 2]
-2 —x2

(b)) @—x+2 (g)
At 1
(c) x—38+2 () #—2+ 2+ 2 —x—1
U S
Resp.: 5 —
(@) #+2—2+x—2 () £—2+4
A x4 2 A2 4P b A2 4 2
Resp.: 2 —2x + 2.
(e) *+4+1 G) x—22 4 &
et 4 BT A3+ 20— 1
Resp.: 1

2. Hallar el m.cd. de cada uno de los siguientes conjuntos de
polinomi -

(a) #—1 (b) #—25'—52"+ 6x
Aw—x—2 #— 78+ 6x
A2 28— 20 4 1 R kT ey r—y

Resp.: x—1. Resp.
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(e x— 28— 22 —2x—3
A3+ I+

P22

Res; 3
(d) #+ 20 —2—5¢—6r—3
SR+
et —

Res

(e)
32+ 3 —
2 23 — 1212" — 1985 — 100x — 24
(1) &+ 2 —32—4s' + 2 + 3 —3
At P2+ 2
A2 3P Tx 2+ 35+ 6
() #+62+20
#—32— 10
20— —de—6
A3 43— 4 5 4x—2
AP —P 23
A2t 1

8. Combinaciones lineales (curso compLeTo). Una com-

binacién lineal de dos polinomios f(x) y g(x) es una expresién
a(x)f(x) + b(x)g(x),

en la que a(x) y b(x) son también polinomios en x. Entonces

se tiene el siguiente:

Lema 4. Sean u(x) yv(x) combinaciones lineales de f(x)
¥ g(x). Entonces toda combinacién lineal de u(x) y v(x) es
también una combinacién lineal de £(x) y g(x).

En efecto, supéngase que u = af + bg, v = cf + dg, en
donde todas las letras representan polinomios en x. Entonces
su + to = saf + sbg + tef +tdg = (sa + te)f + (sb + td)g
es una combinacién lineal de f y g.

Usando este resultado se prueba el siguiente:

Teorema 6. El m.c.d. de dos polinomios distintos de cero
£(x) y g(x) es su tinico divisor comiin de la forma
(10) d(x) = a(x)f(x) +b(x)g(x),
que tenga coeficiente inicial uno.
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En efecto, el primer paso en el proceso del m.c.d. expresa
a f(x) en forma f(x) = q(x)g(x) + r(x). Entonces se tiene

f(x) +1-g(x)

8(x) =
r(x) =1-f(x) + [—q(x)]g(x)

es decir, g(x) y r(x) son combinaciones lineales de f(x) y
g(x). Cada paso en dicho proceso empezara con un polinomio
dividendo y uno divisor que son combinaciones lineales de
f(2) y (x), y resulta un residuo que también es combinacion
lineal de /(x) y g(x). Entonces, d(x), que es, excepto por un
factor constante, igual al Gltimo residuo, es de la forma (10).
Todo divisor comin ¢(x) de f(x) y g(x) divide a d(x) si vale
la formula (10). Si ¢(x) = A(x)f(x) + B(x)g(x), entonces
d(x) divide a c(x). Pero ¢(x) y d(x) difieren solamente por
un factor constante y son iguales si ambos tienen coeficiente
inicial uno.

El resultado que se acaba de probar demuestra que el
m.c.d. d(x) es tnico, puesto que cualquier otro divisor comiin
del mismo grado que d(x) dividiria a d(x) y diferiria de d(x)
por un factor constante igual como lo hace ¢(x) en la demos-
tracién anterior.

El problema de determinar efectivamente los polinomios
a(x) y b(x) de la formula (10) se resuelve facilmente y no
se acompafiard de una coleccién de ejercicios.

Si se estima conveniente, para pricticas pueden tomarse
los polinomios del ejercicio 1 del articulo 7. Se ilustrard el
procedimiento a continuacién.

Ejemplo ilustrativo

Hallar los polinomios a(x), b(x) de la férmula (10) para

8(x) = #—2x'—26—1,
fx) = #— 24— 20— 35 —2.
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Solucion

Segtn el cjemplo ilustrativo T del articulo 7 se ticne

1= (x+2g+ 21,
(x—2)r—d
de modo que 2r = [ - (x + 2)g,

= (x—2r—g —2)%lf — (x ¥ 2)gl —¢
=%(x—2)f —W(£—4)g— 4(x—2)f + %(2—)g.

Como comprobacién se calcula
(x—2)f + (2—g = -85 — 2 — 28 + 4x'
FAR A bx 4 F 2t 22 4 2 + 28 4 £
=20+2=2

Asf, pues, se ha probado que

son las soluciones para la férmula (10).

9. El teorema de factorizacién dinica (QURSO COMPLETO).
. Dos polinomios distintos de cero f(x) y g(x) se llaman primos

entre si si sus Gnicos factores comunes son constantes. Entonces
sum.cd. es 1 y, segin el tcorema 6, existen polinomios a(x)
y b(x) tales que
(11 a(x)f(x) + b(x)g(x) = 1.
Reciprocamente, si vale la férmula (11), todo divisor comin
de f(x) y g(x) divide a 1 y es, por lo tanto, constante. Se ha
probado, pues, el siguiente: .

Teorema 7. Dos polinomios £(x) y g(x) son primos entre
si 5i y s6lo si existen polinomios a(x) y b(x) tales que valgan
la férmula (11).

Se tiene entonces el siguiente:

Teorema 8. Sean f(x) y g(x) primos entre si y supéngase
que f(x) divide al producto g(x)h(x). Entonces f(x) divide
ah(x).
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Usando la férmula (11) se obtiene

h(x) = [a(x)f(x) + b(X)g(X)]h(
a(x)h(x)f(x) + b(x)g(x)h(x).

Por hipétesis, g(x)h(x) = q(x)f(x),
h(x) = [a(x)h(x) + b(x)q(x)]f(x),

que es Io que se queria demostrar.

Teorema 9. Sea f(x) un polinomio irreducible. Entonces
£(x) y g(x) o bien son primos entre si o bien f(x) divide a
g(x).

En efecto, el m.c.d, de f(x) y g(x) divide a f(x). Si éste
es 1, los polinomios son primos entre si. En caso contrario, el
m.c.d. es el producto de f(x) por una constante y divide a
g(x) y, por lo tanto, también f(x) divide a g(x).

Teorema 10. Un polinomio irreducible divide a un pro-
ducto de polinomios si y*sélo si divide al menos a uno de los
factores.

El teorema 8 implica que f(x) divide a un producto sola-
mente si f(x) y al menos uno de los factores del producto no
son primos entre si. Segtin el teorema 9, si f(x) es irreducible,
f(x) divide a dicho producto.

Ahora se puede usar el teorema 10 para probar que la
factorizacién en el teorema 5 es tnica. El resultado es trivial
para polipomios de grado menor que el grado n de

f(%) = aopa(%) . pe(X) = Goqa(%) ... qu(x).
Aqui los polinomios py(), ..., pe(x), g1(%),.-., gs(x) son
Segtin el

irreducibles y tienen coeficiente inicial 1. teorema
10, ps(x) divide a uno de los g4(x) y, como ambos son poli-
nomios 1o constantes y con iente inicial 1,

deben ser iguales.
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Esto demuestra que la férmula (9) de factorizacién del
teorema 5 es tinica, excepto por el orden en que se escriban
los factores.

10. Polinomios en varios simbolos. Un polinomio en x
¥  es una expresion algebraica f(x,y) (Iéase “f de x,5”) ob-
tenido al aplicar formalmente un nimero finito de operaciones
enteras a la x, a la ¥ y a las constantes. Este puede ser consi-
derado como polinomio en ¥, y asi puede escribirse en forma
tinica
(12) f(xy) = ao(y)a™ + a(y)xm + ... + an(y).

Los coeficientes a;(y), desde luego, no serén constantes, sino
polinomios en y, siendo m el grado en x de f(%,); ao(y) 10
es el polinomio cero a menos que f(x, ) sea el polinomio cero
en %,y y. El polinomio f(x,) puede también escribirse en la
forma

(13)  f(%5) = bo(x)9* + ba(x)y~" + ... + be(x).

Los coeficientes bo(x), . . . , b¢(*) son entonces polinomios Gini-
cos en x; aqui ¢ es el‘gmdu en y de f(x,), ¥ bo(x) no es cero,
excepto cuando f(x, ) sea el polinomio cero.

Las formulas (12) y (13) expresan ambas a f(x,y) como
una suma de productos de constantes por productos de po-
tencias del tipo #iyi. Las dos expresiones difieren solamente en
la forma en que se hayan ordenado y agrupado los términos.
Si se ignora este agrupamiento, puede definirse el grado de
iy en x y en y como i + j, y el grado de f(x,7) en xyeny
como el méximo de los grados de cualquiera de sus términos
que tengan coeficiente distinto de cero. Por ejemplo,

H(xy) =35 + 50 + 652 (° + 29) +9°
es un polinomio de grado 4 en x,de 6en yy de 7 en xy 3.
Puede escribirse también en las formas
o + 6278 + 12574 + 5x%® + 8¢

6270 + (5x%° + 12x%* + 5°) + 3x*;
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en esta tiltima forma, los términos estén dispuestos de acuerdo
con los grados descendentes en x y y.
Si todos los términos de un polinomio son del mismo grado

en todos los simbolos x, , ..., se dice que el polinomio cs
lomogéneo. Por ejemplo,
3% + 2xy—5y?

es homogéneo de grado 2 en x,y. Todo polinomio f(x,y) dc
grado n pucde escribirse como una suma

(19)  f(x9) = fo(%9) + h(xy), + ...+ falxy)
de polinomios homogéneos f4(x,y) de grado n—i. El polino-
mio inicial fo(x,y) es de grado n y no es cero excepto que
f(%,9) = 0. Un ejemplo de tal expresién es
flx,9) = (=% + 30yt + Bx1yP) + (2649 + Bxy?)

+ (20— %) + (3 —xy)

en la cual
folx,9) = 2oy + 3y + 657,
h(xy) = 26y + vy,
fa(x,9)
fu(%,9)
fs(%9)
fa(x9)
Nétese que en este ejemplo se ha escrito cada polinomio homo-
géneo como un polinomio en x con coeficientes constantes por
potencias de y. A los polinomios-homogéncos se les llama con
frecuencia formas.

El polinomio general f(x,y) de grado dos es de una con-
siderable importancia en otras ramas de las matematicas ele-
‘mentales, y puede escribirse en la forma
(15) Ax*+Bxy+ Cy*+ Dx+ Ey+F
en donde las constantes 4, B, C, D, E, F son generalmente
némeros reales.
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Las definiciones anteriores pueden extenderse a polinomios
de cualquier niimero de simbolos. Cuando el nimero de sim-
bolos es grandt sc acostumbra sar xy, Xu, . .- ., %, en vez de
X, 9 2, t,... Més adelante se estudiarin :s])ccxalmeme las
funciones lmealcs

auty  ax F o anty Fann
y las formas cuadraticas .

Gun® + aut® oo+ G’ + 200m0 .

EJERCICIOS ORALES

1. ;Cusles son los grados en x, en  y en x,y de los polinomios
siguientes:

(a) 32y + 3% -2 — 3y

(b) —248+ &% — 2 + Sy + 5 + 5

(c) —2% + xy* + 32 + 2y

(d) —225" 4 62yt bx' — 2%

() 4% +3xy—2y+5y—3x+ 1

2. Expresar cada uno de los polinomios anteriores en cada una
de las formas (12), (13) y (14).

3. sGules de los polinomios anteriores son formas?

4. ¢Cusles son los valores de 4, B, C, D, E, F de la férmula (15)
para cada uno de los polinomios siguientes?:

(a) 82 —2xy+ 47 +3x—2" +1

(b) S +3y+1+27—4x+3

(c) (x+3y)(x—4y) +2

(d) (264 ) (2x—y) — (3x + 29) (3 —2y)

(e) 4(x+ 30 —5(x + %) (3x—y) + 2(x—3)*

(1) 2(4x + 3y)* — (4x + 39) (3x—4y) + (3x—4p)"

+2(3—4y) — (x +3y) +1

5. ¢De qué grados son los siguientes polinomios?
(a) #4302y + 37— 4+ u

() (x + 39) (x—20)" o

(c) (x+5)
() (#+5)

—(x+y+a2)*
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6. Mediante la multiplicacién directa o usando las f6rmulas an-

teriores de la lista pruébense las férmulas siguientes:

(x+ ) (x—3)

7’)

(x )" = 2 + 42y + 629" + 42y’ + y*

EJERCICIOS

Usar las formulas del ejercicio oral 6 anterior para probar las
factorizaciones siguientes:

(a) (2x+y)'— (ZXVy)’ + ()"

(b) (32— 2y)" + 25xy— (3% x

(o) (x+2)'— (x—2)* = 4y(35" + 49*)

(d) (2% + 3"+ (2x—y)'— w = 4x(42 + )

(&) 2+ —x(x*—y)= (x+

) (20 + ) —16x(x + 3)' — y‘ —4xyu:‘ + 6xy + 2"

11. Derivadas (curso compLETO). Si f(x) = apx™ +
a1 + ... + a, es un polinomio arbitrario en x, el poli-
nomio
(16) f/(x) = nax™ + (n— 1)a,x-2 + .

+ (n— i) a4 ... + 2anax + ans

se llama la derivada de f(x). En particular

an (@)’ =0, (ax+b)'=a,
(ax* + bx + ¢)’ = 2ax + b,

en donde a, b, ¢ son néimeros cualesquiera,
Las defivadas tienen las propiedades

(18)  (of +be) =af + b, (f0) =1¢ + 12,
) ="y
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para todos los polinomios f y g, todos los nfimeros a y b y to-
dos los enteros positivos 1,

Se usardn estas propiedades, que suelen exponerse en los
cursos de cilculo y cuya demostracién se omite aqui.

Ejemplos ilustrativos
1. Hallar la derivada de
f=5 4o —70+ 2
Solucién
=308 + 242 — 142,

IL. Hallar la derivada de f = (3° + 5% + 4)* usando la férmu-
la (18).

Solucién
= 5(3x + 5x + 4)'(38 + 5x + 4)"

=5(3¢ + 5x + 4)'(6x + 5).

III. Hallar Ja derivada de f= (2x—1)*(«" + 4)" usando la
formula (18).
Solucién
(26— 1)12(+ + )26 + (£ + 4)3(2s— 1)2
= (20— 1)%(# + 4)[(2x— D8x + 6( + 4)]
= (26— 1)"(¢ + 4) (227 — Bx + 24).

EJERCICIOS

1. Hallar las derivadas de los siguientes polinomios usando la
férmula (16) y no la (18):

(a) 4 —5¢+6x—2

(b) 26+ 78" —8x+ 1

() (20—1)(22 + 1)

(4) (#+ 1) —1)

. Hallar las derivadas de (c) y () anteriores usando Ia férmu-

1a (m) 2t como, desde uego, 1 definicién (16).
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3. Usar la férmula (18) para hallar las derivadas de los poli-
nomios siguientes:

(&) (#—1)'(3x +2)
(b) (x+ 1)*(x—1)"(2c—1)*
(c) (#4174 (& —1)
(d) #(x—1)"(x+1)*

(3¢ + 5)F + (x
) x(2+x+1)
(g) (#—2¢+ 1)'(£—1)"
(h) (£ —x)'( + 1)
(i) («*+ 56 —3x+ 1)
(G) (F—1)— (& —1)*

)i(x +2) — (8" 4 747)

12. Determinacién de los factores miltiples (curso cont-
¢Le10). La derivada de un polinomio f(x) puede usarse
para determinar cuindo un factor primo p(x) de f(x) es de
multiplicidad mayor que uno.

Teorema 1. Sea d(x) ol m.c.d. de £(x) y £(x). Entonces
todo factor irreducible p(x) de multiplicidad a = 1 de f(x)
es un factor de multiplicidad «—1 de ¥(x) y también de
d(x).

En efecto, sea f(x) = p(x)q(x) en donde p(x) no divide
ag(x) y « = 1. Entonces

fx) = p(x)°q'(x) + q(x)[p(x)] = p(x)°q'(x)
+aq(x)p(x) =1 (x)

= p(x)p(*) ¢ (x) + ag(x) ¢/ (%))

El polinomio p(x) es irreducible y primo relativo con g(x).

Por consiguiente puede dividir a ag(x)#/(x) solamente si di-

vide a #/(x). Pero #/(x) es de grado menor que p(x) y es

diferente de cero. Por lo tanto p(x) no divide a p(x)q’(x)

+ ag(x) ¢/ (x). De aqui se sigue que p(x) es un factor de

multiplicidad a— 1 de f/(x). Entonces p(x) es un factor
de multiplicidad « — 1 de d(x).

sigue de este resultado que el m.c.d. de un polinomio

f(x) y su derivada es el producto de las potencias p(x)** de
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aquellos factores primos con cocficiente inicial 1 de f(x) que
tenga multiplicidad > 1. Entonces, s f(x) no tiene factores
primos de multiplicidad a > 1, el m.c.d. de f(x) y '(x) es 1.

Ejemplo ilustrativo
Caleular los factores miltiples de
[= 2 —2—8¢ + 162 ¥ 16x— 32
¥ descomponer en factores o factorizar f.
Solucién

f = 55'— 8 — 245" + 32¢ + 16. Se multiplica { por 25 para
cvitar fracciones y se hacen los célculos siguicntes:

P +2 5e—2

|25 700
350 =108 200 4 405 T {2855 08¢ 1202 1 16082 4 80x
T 4= BET IO R 2T 30—
200 4 et 16| 10+ T6e+ 48— Ghr— 52
T ] T —werme i

96 (x?— 2% —4x + 8)
Se sigue que .

25f = f(5x —2) — 96d = d(5x + 2)(5x-2) — %6

= d[(255 —4) — 96] = d(25 — 100),
= (£ —4)d. Esto puede calcularse también efectuando directamen-
te la division. Ahora bien, cada factor de d de multiplicidad m
es un factor de multiplicidad m + 1 de { y los dinicos factores posibles
son 2 + x, x—2, 5 —4. Dividiendo d entre x + 2 se obtiene d =
(x+2)(P—tx+4) = (x + ) (x—2)% /= (x + 2"z —2)"

EJERCICIOS

Usese el proceso arriba indicado para obtener los factores millti-
ples de los siguientes polinomios f(x) y las factorizaciones de ellos en
los casos en que tal factorizacién quede determinada por la existencia
de factores miltiples. S advierte al estudiante que los cilculos pue-
den ser complicados.

Pt 2 x 2

() f=4#+4r—16x—16
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7 + 21— 56

5 —35¢ + 1155 — 814" + 70x— 15
/=2 —6r—182+ 36

(p) f="—22x"—20x'— 32" —4

13. Funciones racionales. Una funcidn racional en varios
simbolos es cualquier expresién algebraica que pucda obtener-
se aplicando formalmente un némero finito de operaciones
racionales (adicién, sustraccién, multiplicacion y divisién) a
los simbolos y ntimeros. Se supondré que se obedecen las leyes
para las operaciones ragionales y asi usando el procedimiento
del articulo 2 del capitulo III, toda funcién racional puede
expresarse como el cociente de dos polinomios. Llamaremos a
este proceso la simplificacién de la funcién racional.
Obsérvese que si R(x) es un simbolo para una funcién
racional en %, y ¢ es un nimero cualquiera, el valor R(c) ob-
tenido al sustituir ¢ en R(x) puede no tener sentido. Por

ejemplo, si s 1
R(x) =2
x—1
y se sustituye x por 1, entonces
1—1
R(1) =——
=17

Io cual carece de sentido, Sin embargo, se tiene la igualdad
formal entre R(x) y Ia funcién racional (que en este caso es
un polinomio)

S(x) =x+1,
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y entonces (1) = 2. Asi pues no es cierto que si R(x) y §(x)
son dos funciones racionales iguales, sus valores R(c) y
S(c) sean siempre iguales. Los valores R(c) y S(c) resultan
iguales cuando ningfin polinomio £(x) del denominador de
alguna de las funciones racionales R(x) y S(x) es tal que
1(c) =0.

Finalmente, nétese que para expresiones del tipo

el valor R(1) es de la forma % y no se puede reemplazar
R(x) por una funcién S(x) formalmente igual a R(x) y tal
que §(1) tenga un valor numérico ordinario.

Ejemplos ilustrativos

1. Simplificar

@ —D(z=—1)
_ bt (et ) (12— 1)
- o —(2x—1)
= x:g“

IL Simplifiqusse la funcién anterior mediante una multipli-
in.

Solucién
Multipliquense el numerador y el denominador por
4 —1= (2 + 1) (2x—1)
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para obtener
_ @1ty
R(x) T £ 1)
L 2e— 1) 4 e DI —1) — 2+ 1))
—_1
=4 (=2) _ g
= 3

EJERCICIOS

1. Expresar las funciones racionales que siguen como polinomios
o cocientes de dos polinomios:

(a)

(6)

(e)
+y R
o R

(e)

)
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(k)
Resp.: * + 1.
o,
¥
¢
™ ey
23
ot 3
Resp: =22,
e s
1
%2 Ptoet2 44
n) x"+4 l’ Resps ——
(x‘ x'+4) :‘—4(x+1)')
2. Simplificar las funciones racionales siguientes:
(x—1)*(2x + 3) — (&' —3x + 2)2(x—1)
fad =1
il oy
i T

L C TN LIS ¥
) s

iH
+(x-!)(x+z)1—z(x+1)(x+z)(x—1)(x—z)
© ‘(Br'+4x-—-::r‘+2x‘+l)9x‘ Resp: =23

(6 +1)66—3¢

(+1)y
@ waEs + 1)
%
S(1+ ) — 33
a+o C—2) (it 1y
© Trme—eaen e Tpry

1+
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3. Bucsiic sy siuientes funciones racionales como 1a suma. de
un polinomio en x y una funcién racional cuyo numerador sea de
b spmonihintof Ay i i

—1 2
(@) == Resps1——.
el 4 e
A3+ 3x—1

0] (2) S
2+ 4+ 62 + dx

(@ B Frwrn+i
A4 50+6R—3x 41

(@ 0 ——

x+1

(h) 2x + 2

i)

[¢]

(k)

x
Resp.
e
1
oL
W
1
Tt
) xf Rn’.:y‘-{-l—;'—i—A



CAPITULO V
IDENTIDADES Y APLICACIONES

1. El teorema del binomio. Las férmulas para (x + y)*
y (% + 5)* usadas en el capitulo IV son los casos n = 2, 3 del
llamado teorema del binomio, que se explica a continuacién.

Sea n cualquier entero positivo. Entonces la expresién
(% + y)* significa un producto de n factores cada uno de los
cuales es x + y. Las leyes del 4lgebra denotan que este pro-
ducto de n factores puede expresarse como una suma de 2*
términos cada uno de los cuales es un producto de una po-
tencia de x por una potencia de y. El grado del polinomio
en xyyesn,y el polinomio es homogéneo. De aqui que el
grado de cada término de la suma de 2" términos es n. Si se
agrupan y ordenan los términos de acuerdo con las potencias
descendentes de x, se tiene una suma que puede escribirse
como sigue:
(1) (x+9)" = ax* + gy + ... + ariy

+. + an

Quede bien claro que se ha expresado (x + y)* como una
suma de n + 1 términos, en los que

@ =an =1,

y que todos los coeficientes a; son enteros positivos. Nétese
que el término que lleva el coeficiente a; e incluye al factor ¥
no es el término i-ésimo de la suma, sino que es su térming
(i+1).

133
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El teorema del binomio establece que

@ =Gy ME D it D)

El coeficiente a, entra dentro de csta formula si se acuerda
que Cpo es igual a 1.

La prueba del teorema del binomio puede hacerse muy
ficilmente considerando un producto

(xn9) (e 32) oo (on - 9)

de n diferentes binomios. Esto es también una suma de 2%
términos cada uno de los cuales es un producto de n— i de las
letras x,, ..., % € i de las letras 3, ..., ya. Si se mantiene a i
fija, se ve que el nimero de términos con i factores de %, . . . ,
a ¢s el nimero de combinaciones de n letras tomadas de i
en i. Si sc pone ¥, = x, = BEEY NN

y, cada uno de estos términos viene a ser x™iyé, hay Cas
términos, el producto resubta ser (x + 3)*, y se tiene a; = Ca,i.

Los coeficientes de x*~i y y"~ixi en el desarrollo del bino-
mio (1) deben ser iguales, puesto que la expresion (x + )"
es simétrica en x y y. Esto es consccuencia de la formula (2)
y de la igualdad conocida Ch,s = Cy,n-1. Si n es par, se escribe
n=2m, y se ve que la formula (1) es una suma de un ni-
mero impar 2m + 1 de términos. Entonces hay un término
intermedio que cs el término (m + 1) :
3) Cumimy,  (n=2m).
Si n es impar, se escribe n = 2m -+ 1. Entonces el desatrollo
tiene 2(m + 1) términos y hay dos términos que pueden lla-
marse términos intermedios. Estos son, evidentemente, el tér-
mino final de los m + 1 primeros términos y el término inicial
de los dltimos m + 1 términos. Por consiguiente, éstos son
los términos (m + 1) y (m +2):
(4)  Camxmtlym,  Comamyntl  (n=2m+1).
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Nétese que si se hace x =
viene a dar
(14+1)"=2=1+Cpa+ Crzt ...+ Con

Por lo tanto, el niimero total posible de combinaciones de n
letras o5 2% —

= 1, el desarrollo del binomio

Para concluir, obsérvese que la serie binomial (usada en
el capitulo ITI) se obtiene empleando el desarrollo del bino-
mio como si se aplicara en el caso en que n no fuese i enero
positivo.
Ejemplos ilustrativos
1. Desarrollar cl binomio de (3a — b/2)"
Solucién
El desarrollo es

(3a)" + 5(30)* (7-;)+u(3a ( ;) e tﬂﬂ)( )
b\* b 405
) + (75) = 2430’ *7*,:‘1:

1 45 ( L
212 g B
2 1 16
1L, Hallar el octavo término de (2a + 5/2)"

Solucién
Se tiene que n = 15 e i = 7. El término es
,3’1514131211109 ” .
Cua(20) (2) T 2% = 128702,
TI1. Hallar los términos intermedios .1: (26— 3y)" y (26 + )"
Solucidn
Bl il G, 4= 7=2-3+1, de modo que m = 3. Los
términos so
Cua(2%)(— 31)'= (55)(16)(-47'1‘1 ¥y
35) (2x)*(—3y)! = (35)(8) (81)+"
En el segundo caso, m = 5, y el término intermedio cs
Cns(26)(39) = (252) (2) (3)55".
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EJERCICIOS
1. Desarrollar los binomios:
(a) (x—1)* 1y
() (x—1* (U (;*;)
(c) (x+9* 2 "y
(4 za—f) (0 (E—— )
3 () (ab—bi)*
1 P (i) (at+ bh)*
C (T_ 2") () (2xt—3p1)
2. Hallar el téfmino emésimo de los desarrollos de los binomios
siguientes para los valores de m dados:
() 3—6:)"m=9 (0) (@—2)% m=7
) (al+i) ym= @) (z;;l) ,m=8
@ 2,
d 1001
() Bx—g) ,m=11 Rasps —= 9",
() (d—teh" m=4 Respo: —102a".
(0 (ab+ia b, m= Resp.: '_5_1 .
(W) (x—y)% m=20. Retp: —Cauty

3. Hallar los términos intermedios de los desarrollos de binomios
del ejercicio 2.
. Expresar los niimeros siguientes como potencias de los bino-
mios 10* % 1 0 10* + 2, y asf calcularlos usando el teorema del bi-
nomio.

(a) (99)* (d) (9999)'  Resp.: 999 700 029 999,
(b) (998)° (e) (998)'  Resp.: 992023 968 016.
(e) (99)* (f) (98)°  Resp.: 9039 207 968.

2. Férmulas para sumas. El desarrollo del binomio (1)
es Io que se llama una identidad algebraica. En él se establecc
que dos expresiones algebraicas que contienen ¥, y y n son
idénticas en el sentido que, si se cjecutan las operaciones in-
dicadas, las dos expresiones vienen a ser precisamente la mis-
ma. Las expresiones son polinomios en x y en y, pero no son
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polinomios en el exponente n. Se considerar en este articulo
a las expresiones algebraicas que contienen varias letras como
funciones de estas letras, y se dir4 que dos expresiones son idén-
ticas cuando al efectuar las operaciones indicadas las dos ex-
presiones resultan iguales. A esta relacién se le llamari una
id: ntidad algebraica.

Ya se estudiaron las identidades de polinomios, y se pasaré
en seguida a estudiar una nueva clase de identidades no alge-
braicas que reciben el nombre de férmulas para sumas. Estas
férmulas son las que expresan la suma a; + a; + ... + an de
los primeros n términos de las sucesiones especiales ay, as.. ...
como expresién algebraica en ¢l simbolo n. Las férmulas pue-
den la ia siguiente del
principio de la induccién matemitica.

Teorema para sumas. Sea a,, a, . .. una sucesion cuyo tér-
mino general a, es una funcién de n y sea f(n) una funcién
de n tal que

(5) f(1) =a, f(n)—f(n—1)
sea una identidad algebraica. Entonces la férmula

(6) f(n) =ai+...+a

an

es verdadera para todos los valores de n.
Sea K el conjunto de todos los enteros positivos para los
cuales la férmula (6) es vlida. Puesto que f(1) = a,, el ente-
1o 1 estd cn K. Si k estd en K, entonces f(k) = ay + ... +ar,
f(k) + s =ar+ ... + @ + apa.
Sustitiiyase n por k + 1 en la férmula (5) para obtener
fk+1) = (k) + @ =@+ ...+ o

y por tanto k + 1 esté en K. El principio de la induccisn ma-
mética establece que K es el conjunto de todos los enteros po-
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sitivos, esto es, la formula (6) es verdadera para todos los va-
lores de n.
Ejemplos ilustrativos
1. Probar que 1+ 2 +...+n=n(n+1)/2
Observacisn: Se intenta probar que la suma de los primeros n
2.

enteros es igual a n(n + 1)/

Soluciin

it lucmon a=mny I(n) = n(n + 1)/2. Entonces a
/(l) =1 @. Tambi

A+ 1—n+1)

aat 1) (n—1)n
eyt Bl
1) —f(n - = z
L P
=F=n=a
y este resultado se deduce del teorema para sumas.
II. Probar que si 7% 1 entonces 1 + r+ ...+ "
. (m—1)/(r—1).
Solucién
En esta sucesién a. , f(») = (" —1)/(r—1). Entonces
a=r=1,
y (1) ’(v—l)/'r*v') a,. También
=1 1)

1) —f(n—1) =

que es lo que se buscaba.

IIL Probar que 1-3+2-4+...+n(n+
—%n(n+l)(7n+7).
Solucién
Aqui f(1) =%(2:9) =3=ay
1(m) —f(n—1) = Yln(n + 1) (2n + 7) — (n— 1)n(2n -+ 5)]
= Yon(20° + 9n + 7— 20— 3n + 5) = Yn(6n + 12)
-n(-+z)

que es To que sc deseaba.
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EJERCICIOS

1. Probar las férmulas siguientes empleando el teorema para
sumas:

n(2n—1)
A+t =Ynln+ 1)(20 + 1)
+ (20—1)° = 1i(4n*— 1

(2»*1)(2)14—]) 2n+l
c44 .+ n(nt 1) (n +2)
_nt D+ 2)(n+3)

() 2-4+3-5+.2. 4 (1+n)(3+n)
= ’E‘(z»’ + 15n + 31)

M 2:10 431 +...4 (1+n)(9+n)
= E(z,e + 330 + 85)
(m) (e+)(f+ 1)+ (e+2)(f+2+...+ (¢ +n)(f+n)
Fo—nen—n + 20ty g
+aletD(f+1)

() Fe2+23+. +natl
= Yon(n + 1) (n + 2)(3n + 1)
(0) 1-4+4.T+. ..+ (3n—2)(3n +1)
=n(3n' + 3n—2)
PO
(n+ 2 (n+3)(n+ 4
o mnth
6+ ) (nt 4
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2)Bn+1) Sa+l
(a—1)2* +2

2. Probar (a) del e]:mua 1 pox et do s do f6rmulas
derivadas del ejemplo ilustrativ
3. Probar (d) del cereicio H por susifaccién de las dos férmulas
derivadas de (c).
4. Derivar la férmula
S

x—y

Sty t Y by =

sustituyendo  por x/y del ejemplo ilustrativo II.

5. Derivar un par de formulas correspondientes en los casos en
que n = 2m & 2m + 1 sustituyendo r por —x/5.

3. Método de los coeficientes indeterminados (curso
compreto). El lector debe sentir curiosidad de saber cémo
se obtuvieron las férmulas probadas. Se satisfara esta curiosi-
dad en el caso en que g, sea un polinomio en n, y asf se in-
troduciré el llamado método de coeficientes indeterminados.

Sea a, = g(n) un polinomio de grado m. Entonces los
ejercicios del articulo 2 sugieren que

f(n) = con™H + e + LA G

es un polinomio de grado m + 1 cuyos coeficientes se deben

determinar. Por el teorema de Ja suma, la expresion

(1) afnmtl— (n —1)mH] + g [nm — (n—1)"]
ot anln— (n—1)]—g(n)

ha de ser idénticamente cero, y se debe tener también

(8) (1) =cot ...+ cmn =g(1).

La diferencia es de grado m a lo mas. Empleando el teorema

del binomio se obtiene el término co(m + 1)n™ y se puede

elegir ¢o de modo que el grado de la expresion en la formula

(7) sea a lo més m — 1. Entonces se usa este valor de co y se
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elige ¢, en c;mn—1 de modo que el grado de la expresién en
Ia formula (7) sea a lo més m — 2. La sucesion de las deter-
‘minaciones acaba con la determinacién de ¢w de modo que
el término constante de la expresién en la férmula (7) sea
cero, Se clige entonces e = g(1) — (co+ ... +ém), y s
tiene la férmula deseada.

solo es plear el imiento men-

cionado para obtener férmulas para sumas de potencias

1 24k
Efectivamente, si ay = bon™ + bynm~! + ... + by, entonces
@t et tan=bo(Im+2m+ ...+ am)

by (1t 2mt )
+by(1+2+ ...+ n) —nbn
¥ se pueden sustituir las expresiones polinomiales por 1 + 2¢
+...+ nkparak = 1,...,m, suponiendo éstas ya obtenidas.

Ejemplos ilustrativos
1. Hallar una férmula para 1+5 + 2-9 + ... + n(4n + 1) por
el método de coeficientes indeterminados.
Solucién

Aqui . = 4n’ + n y se desea un polinomio ax’ + bx’ + cx + d
talquea+b+c+d=57y

afe— (x—1)] + bls" — (x— 1) + ¢ = 42 + x.

Entonces #*— (x—1)' = 38 —3x + 1, #— (s — 1) =2 —1 v
3a=4,a=14%, —3(%) +26=1,2=5b=9%%—%+c=0,
de modo que ¢ = 1% — % = %. Finalmente

a+btec+d=%+W+%+d=d+5=5
4= 0. Por esto f(n) = %n(8n' + 15 + 7) = Yn(n + 1)(8n + 7).

I1. Hallar {(n) en el ejemplo ilustrativo I mencionado empleando
las férmulas para 1+ ...+ ny ' +...+n
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Solucién
0= 4n 4y asi
fm) =41 +... 0+ (L4 +m) Zéﬂ(ni'l)(ln'i— 1)
5 n(n; 1) n(n: Y yoaiaj g0 ‘L“Llﬂl‘

IIL. Hallar una férmula para 1° + 2 +

P

Solucién
Se desea
ol — (x—1)'] + bl — (x— 1)'] + el — (x—1)7]
+die — (x—1)7] + ex— (s —1)] =

(55— 108" + 108" — 55 + 1) + b(4x'— 64" + 4x—1)
o3 —3x 1) Hd(2e—1) +e= s\
1 1

1
FEEBEO0 b= 234 %= 0y

Por tanto, a

5
I+2—1+2d=0ya=0 1 tili.=0
—1+2— = =0, s Hzhe=0,
¥ 523
15— 10— 1
T T . Finalmente,

30
‘+6+¢+‘+‘+[:$—;’+L[:0.S:hd&
mostrado que

* + 15n* + 10n".
fhpp= I 2
0
EJERCICIOS

1. Usar ¢l método de cocficientes mdelermmzdo: para defivar
una férmula para &, + ... + aa €n los siguient
n(ﬂ 1+ 2)

(a) av=(n—1)(n+2) w 3
(5) (@2n+1)(20—3) (o) '+ 9n—1
() (h) av=n"+2n—1
(d)




Art. 3] COEFICIENTES INDETERMINADOS 143

2. Derivar las férmulas en (a) — (i) del ejercicio 1 empleando
férmulas previamente determinadas para las sumas de potencias.

4. Progresiones aritméticas. Las f6rmulas para las sumas
pueden aplicarse para obtener la suma de n términos de dos
clases de sucesiones especiales llamadas progresiones. La pri-
mera de éstas es la progresin aritmética en la que la diferéncia
(9) d=a—a;
de dos términos consecutivos cualesquiera es una constante
fija. Se expresa con d la diferencia comiin en la progresién.

Se obtendra ahora una férmula para el ténmino general de
una progresién aritmética. Si a, es el primer término, el se-
gundo es a; = a, + d, el tercero es as = a, + 2d, y asi suce-
sivamente. De esto se deduce que el término general es
(10) ay=a,+ (n—1)d.

La suma de n términos de una progresion aritmética se
denotard §,. Como cada«término tienc un sumando a,, se tiene
que S = na, + [0+ 1 + 2 + ...+ (n—1)]d. Empleando
el ejemplo ilustrativo del articulo 2 con n sustituido por n.— 1,
se tiene

a(n—1) , n
(1) S = nay+ = d = 22m + (n—1)d].
Como an = a, + (n—1)d, esta férmula puede modificarse
para obtener

(12) So= ,.(%‘_)

Pucde considerarse que en la sucesién finita ai, . . , an se tiene
como término medio (az + as) /2, y la férmula (12) expresa
que la suma es igual al némero de términos multiplicado por
el término medio.

‘Una progresién aritmética puede servir para definir otras
progresiones aritméticas con la misma diferencia comiin pero
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con un punto de partida distinto. Por ejemplo, i ai, as .. . €s
una progresién aritmética, también lo es by, bs..., donde
by=as, bs = Gg..., bn = Gni... También se puede exten-
der una progresién aritmética juntando los términos a; +
(n—1)d en los que n toma valores enteros negativos. Estos son
los términos a, — d, @, — 2d . . . y forman una progresién arit-
mética por ellos mismos con una diferencia comiin —d.

En el estudio de las progresiones aritméticas finitas de n
términos, €l nimero n es el nimero de términos y es usual
llamar a; al primer término y an al iltimo. En los casos en que
se desea calcular S, y que an y d se dan, es lo mas sencillo
invertir la progresion. Entonces se convertiri en una progre-
5i6n by,..., by en la cual b, = a, y la diferencia comin es
—d. Como que b; = @p.i, se tiene

Sa=art+...tau=bi+ ...+ ba,
PR . k.. 7
. ?

Si se dan dos nimeros a y b y un entero positivo m, se
puede formar una progresién aritmética de n = m + 2 tér-
minos en que a = a; es el primer término y b = Gpa s el Gl-
timo. Los m términos intermedios se llaman un conjunto de m
medios aritméticos entre a y b. La diferencia comin es

(13)
y los medios son
b—a b—a

b—a
a+2 chatm .
m+1 m+1 mt1

(14) a+

Cuando m = 1, el medio simple se llama medio eritmético de

+b
ayb.ymvaloru‘T,&elpmmediod“yh
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Ejemplos ilustrativos
1 Hallardy Swsia=—8yaw=19

Solucién
aw=a,+9d=—8 +9d = 19; 9d—27 d—B ‘También
S0 =1%(a, + a) =
1I. Hallar d y a si ;= 15, y Su = 60.

Solucidn

S0 = 19(2- 15 +9d) = 5(30 + 9d)
=12. 94 = —18, d = —2. Entonces, a

60. Por unm,9¢+so
5+7d=

L Hallar a, aw, Sw si 6= —3 y au = 17.

Solucién
Escribase as =by y auw = bu. Entonces bu = by + 10d = —3 +
lDd» 17 d 2. Esta es la misma diferencia comiin que en a,
a=at+4d=—3=a+8; a=—11+94=7;
s !%(-—u +17) = —20.

V. Interpolar seis medios aritméticos entre —S5 y 23.

Solucién

= —5, &= 23, modoquezs-—4+7dyd—4m
medios son —1, 3, 7, 11, 15

V. En una progresién aritmética Sw = 115 y d = 3. Hallar du.

Solucién
La progresién inversa tiene aw= by, d = —3, y la misma suma
115 = 5(20, +9d) = 5(26,—27). Entonces 23 = 2bi—27,
@ = b=

EJERCICIOS

1. En una progresién aritmética hallar lo siguiente:
(a) Snasia=3d=—4
Resp: o= —88, aa=—17.
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)
()
(a)
()
)
(]
()
W
)
(x)

(U]
(m)

IDENTIDADES Y APLICACIONES

Suyarsia=5d=2

Su, ausi @ =—3,d=
Resp.: Su = 231, au = 36.

Su, ansia=—6, 0= 6

S, a3 8i

d, au 5i Si= —108, & = —15
ay, a5 Sy =117, d =6
Resp.

@, au 5i Sp = 138, d
n, aysi Sa= 153, d = 2, o, entero

[Cap. V

2. Interpolar m medios aritméticos entre a y b u los siguientes
5

(a)

(5)
(c)

(d)
(e)

o
(o)

(n)
(0]

[

m=6,a=3b=-—11

Resp. —3, —5, —1,
m=5a=—2b=4
m=7a=6b=10

Resp.: 6%, 7, 71, 8, 8%, 9, 9%.
m=11,a=18b=14

m=8a=10,b=

—17
Resp.: 7, 4,1, —2,—5, —8, —11, —14.
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. Progresiones geomemua. Una progresién geométrica
€5 una sucesién ay, as, . .. en la que la razén

@
(15) r=22

de dos términos consecutivos cualesquiera es una constante.
Esta se llama razén comiin de la progresién. Entonces aj,;
ra;, @ = 143, a3 = 1a; = 1°ay, Y se Ve que
(16) an = @y,

Por el ejemplo-ilustrativo I del articulo 2 se ve que la
suma de los n términos de la progresién se da por

n1 -
n W G

=

Lo mismo que las progresiones aritméticas finitas, las pro-
gresiones geométricas también pueden invertirse. Esto se veri-
fica escribiendo b; =-a, y tomando 1/r como razén comin
en vez de r. Asi, para la progresién invertida,

(1/n)—1 1—m
Sa=aa— =gy .
(1/r) — m(1—r)
Un conjunto de m némeros as, .. ., m se llama un con-

junto de m medios geométricos cntre a'y b 5i a = ay, day . -,
s, amoz = b forman una progresién geométrica. Entonces

it =
a
y teniendo en cuenta s6lo el caso en que a y b son nimeros

reales positivos, 7 es la raiz (m + 1)-ésima positiva de b/a.
Los medios son entonces ar, ar?, arm,

[Ejemplos ilustrativos
L. Hallar asy S de una progresién geométrica i 4= 2y r = .
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Solucion

a=2l)r=5 e

2

1. Hallar a; y Ss de una progresidii geométrica si a = 192 y
2.

r=

Solucién
32,6 =3ya =3 2=09,asi que

Si=96—3 =093
1L Hallar r de una progresién geométrica si a, = Y% y Sy = 4.
Solucién

r— 1
Si= i(———;‘): 57 Evidentemente no se pucde esperar resolver

Ia ecuacién #*—1 = 31(r—1), excepto para valor:s enteros por
sustitucion y se obtiene 7 = 2 como una solucién.

IV. Hallar 7y n de una progresion geométr'ca si @y = 2, au =
—54, . = —40.

Solucién
=271 = 54, M= 27, "= 2Ty
—40(r—1) = a(r" —1) = (—27r— 1)2.
Entonces —27r—1=—20r +20 y —7r = 21, r = —3, (—3)**
=—2,n—1=3,n=4
EJERCICIOS

1. De una progresién geométrica hallar

(a) % Resp.: $e=%%, as =Y.

(s)

(c) 2 Resp.: So= %, a,= 1.

(d) —%

(e) —Y¥% Resp: a1 = —Yfmo, S0 = jog.

2] 250




2. Interpolar m medios geométricos entre a y b en los casos ic
guientes:

(a) Resp.: 2,4,8, 16.
(5)
(c) Resp.: 6,2, %.

(0 m=5e=26=%  Repsva1, V2L L
) m=2,a=3b=4 72 2v2
6. Progresiones arménicas. Se dice que una sucesién as,
as... forma una progresidn arménica si todos los némeros
a1 10 s0n ceros y la sucesién de los reciprocos
11

a’ a

(18)

es una progresién aritmética. Entonces

a9 gl _Lod 1ec
G G Gy a a8y

para cada i y

Zeo+eon (227) —at—D@—e)

an ay aa; @18,

ast que

(20) an e

Tat (1) (m—a)

Los términos de una progresién arménica pueden calcular-
se mediante esta f6rmula, pero es preferible pasar a la co-
rrespondiente progresién aritmética y llevar a cabo los cilculos
i la teoria de las i aritmé-
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ticas. Véanse los cjemplos ilustrativos correspondientes a este
articulo,

No hay férmula para la suma de n términos de una pro-
gresién arménica. Sin embargo, se definen los medios armé-
nicos de una manera aniloga a como se definen los medios
aritméticos. Asi, si a y b son dos nimeros cualesquiera no
nulos, se puede formar una progresién_arménica de n = m
+ 2 términos en la que 4y = 4, G =

11
S —=(m+1)d, d=
b a

(m+1)ab

Los m medios aritméticos entre 1/a y 1/b entonces se calculan
¥ sus reciprocos son los m medios arménicos entre a y b.

Ejemplos ilustrativos
1. En una progresién arménica hallar as, ax si as = —%, au = %1
Solucién

Los elementos ¢ = —3, cu = 17 forman los términos quinto y

sexto de una progresién aritmética en que d = 2, por el ejemplo ilus-
trativo 1T del articulo 4. Entonces en ese ejemplo ¢; = —11 y

a=—11+2d=

=11+ 9d=

Lucgo, & = —¥, a
I lnlmhlmmedmum&mmmﬂ!—%y’h

Solucién

Se forma una progresién aritmética de ocho términos con a3 =

—S5, 4= 23. Entonces 23 = —5 + 7d y d = 4, los medios aritmé-

ticos son —1, 3, 7, 11, 15, 19. Los medios arménicos requeridos son
—1, %, %, %1, %5 v Yho.

EJERCICIOS
1. En una progresién arménica hallar
(a) @, 0088 01 = —3f, 0 =Y Resp: %, 1, %

(6) @, ausian=Ys, ou=Y%u
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3, a0 = —H1 Resp: a0 = —K, an = —Yor.
a

(c) aausia
() aansi
(e) a,asia="%
() ausia="%, a
() ansia=%sa=%  Resp: —Hu.

Yo Resp: @ =%, ar = Hu.

2. Intercalar m medios arménicos entre @ y b en los casos si-
guientes:

(a) Resp.: %, %.
(5)
(c)
s, %e, 3, W, Wi, o, 1%.
(d)
(e)

3. Describir cada una de las progresiones siguientes por el térmi-
no apropiado de “aritmético”, “geométrico”, “arménico”, o ninguno
de éstos:

(a) 1, %,
(b)) 1%
(c) 1,%,
(d) %, %,
(o) %,%,
) %%,
(&) 31,
h) %1,
G) 8,%




CAPITULO VI
ECUACIONES

1. Ecuaciones condicionales. En el estudio de los polino-
mios hecho hasta aqui se ha considerado que f(x) = 0 sola-
mente cuando f(x) es un polinomio nulo. También se ha es-
crito f(x) = g(x) sblo en aquellos casos en que f(x) y g(x)
son polinomios iguales segiin se establece en el articulo 1 del
capitulo IV.

En adelante se adoptarn las notaciones f(x) =0, f(x)
=g(x) (léase “f de x es idéntico a g de ¥”) para las dos pro-
piedades mencionadas y se daran nuevos significados a nues-
tras notaciones primitivas:

Si en el polinomio f(x) cuyos coeficientes son néimeros
complejos reemplazamos « por el nmero complejo ¢, el resul-
tado se denomina el valor de f(x) para x = ¢ y se designa por
1(c). Si f(c) es el némero complejo cero, ¢ se llamars una
raiz o un cero de f(x). Este capitulo ests dedicado al estudio
de las propiedades de las raices de los polinomios, o sea, a las
rafces de las llamadas ecuaciones condicionales (polinomiales) .

Una ecuacién condicional

(1) f(x) =0

1o es un enunciado sino una pregunta, como sigue: ¢cusles
son los nékmeros complejos  tales que f(r) = 07 At se pide:
gcusiles son las raices de f(x) ? Las respuestas a estas preguntas
se llaman las raices (0 soluciones) de la ecuacién (condicional).
Una respuesta a la férmula (1) no seré completa a menos que

152
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se den todas las raices. Se dice que se ha resuelto la ecuacién
de la férmula (1) cuando se han hallado todas sus raices.

Si f(x) y g(x) son dos polinomios en x, la ecuacién con-
dicional
2) 1(x) = a(x)
es también una interrogacién: gcuales son los ntmeros com-
plejos 7 tales que f(r) y g(r) son el mismo némero complejo?
Debe estar bien claro que las respuestas a esta pregunta son
precisamente las mismas que las respuestas a la cuestién
(3) f(x) —g(x) =0
donde el primer miembro es la diferencia polinémica definida
en el articulo 2 del capitulo IV.

La férmula (3) puede ser més o menos ficil de resolver
que la (2). Se llamarén ecuaciones equivalentes y se dara la
siguiente:

Definicién. Dos ecuaciones se llaman equivalentes si tie-
nen precisamente las mismas raices.

Obsérvese ahora que la ecuacién f(x) = g() es equiva-
lente a las ecuaciones
4)  of(x) =ag(x), f(x) + h(x) = g(x) + h(x)

(a5£0)
para cualquier némero complejo a y para cualquier polinomio
h(x). As, si se multiplican (o dividen) ambos miembros de
una ecuacién por un mismo némero distinto de cero, se ob-
tiene una ecuacién equivalente.-Si se suma (o resta) el mismo
polinomio a (de) los dos miembros de una ecuacién, sé obtie-
ne una ecuacién equivalente.

El polinomio f(x) se denomina el primer miembro y el
polinomio g(x) el segundo miembro de la ecuacién

f(x) = g(x).
/Ambos son sumas de términos. Cualquier término de un miem-
bro se puede pasar al otro miembro cambiando su signo. El
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resultado ser una ecuacién equivalente. Este procedimiento
se llama proceso de transposicién o traslado de términos. Este
es el procedimiento por medio del cual de la formula (2) se
deduce la formula (3) y es una consecuencia inmediata de la
segunda relacién de la férmula (4).

Si un término de f(x), es decir, un sumando, coincide con
un término de g(x), ambos términos se cancelan, o sea, se
tachan. Esta es la consecuencia de la formula (4) o del pro-
ceso de transposicién. Por ejemplo, en la ecuacién

9x? + 52" — 7x* + 3x—8 =5x* + x—2 + 227,
se anula 5x%, se suma 9x* — 7x* = 24*, se tacha 2#%, se traslada
y se obtiene:
Sx—x=—2+8; 2=6; x=3

2. Grados de una ecuacién. Toda ecuacién de miembros
polinémicos g(x) = h(x) es equivalente a la ecuacién f(x)
=0, donde f(x) es un polinomio, Entonces se puede escribir
(5) £(x) = @ + a1 + ... +aa =0,
donde a,540. El grado n de f(x) se denomina grado de la
ecuacién de la formula (5), y los cocficientes de f(x) se de-
nominan coeficientes de la ecuacién. Entonces a es el primer
coeficiente o coeficiente inicial de la ecuacién y ay es el tér-
mino constante. Si se multiplica la ecuacién (5) por un nime-
ro distinto de cero, a, se obtiene una ecuacién equivalente,
af(x) = 0, cuyo primer coeficiente es ag, y los otros coefi-
cientes son aa. Este procedimiento se emplea usualmente cuan-
do los coeficientes son reales para tener a, positivo. En caso
de que los coeficientes sean enteros, la ecuacién se divide ge-
neralmente por su m.c.d.

La ecuacién de la férmula (5) se llama ecuacién lineal
o de primer grado si n = 1, ecuacién cuadrética o de segundo
grado si n = 2, ecuacién clibica o de tercer grado si n =3,
ecuacién de cuarto grado si n = 4. ecuacién quintica o de
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quinto grado si n = 5. Nétese, sin embargo, que una ecuacién
como

O+ + 20— 3x +5=20+ 27 —dx +6
no es una ecuacién de cuarto grado, ni cibica, ni cuadrada,
sino que es una ecuacién lineal, pues la equivalente a ella
esx—1=0,

EJERCICIOS ORALES

Diganse los grados, los coeficientes iniciales a0 7 0, y los términos
constantes de las siguientes ccuaciones:

(8) #—3 + 45—

() #—32 + 25—

(@) (x—1)"2x+1)

3. Ecuaciones lincales. Una ecuacién lineal es una ecua-
cién f(x) = g() en la que f(x) y g(x) son polinomios cuya
diferencia es un polinomio lineal ax + b. Asi, f(x) = g(x) es
equivalente en este caso a

(6) ax+b=0 (as£0)
obien,aax=—b,ya
%) ,:f_bA

a

De donde se sigue que las ecuaciones lineales tienen una so-
lucién Ginica que es la dada por la formula (7).

El procedimiento ordinario para la resolucién de las ecua-
ciones lineales més complicadas consiste en trasladar al primer
miembro de la ecuacién todos los términos que conitienen a x
como factor, y al segundo todas las constantes. Entonces la
ecuacién se puede escribir en la forma
(8) cx=d,
en donde d es una constante, y seré una ecuacién lineal sélo
si ¢ es una constante distinta de cero. Luego, la Gnica solucién
serh x = d/c.
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Ejemplos ilustrativos

Resolver la ecuacién

4y‘x+ ' —2ay + 2ax = ayx —4ay + 2+ ax + 20" + y—1
para

‘Nota: Se prescata ese cjemplo como una ilustracién del procedi-
miento de traslado o transposicién de términos de uno al otro miem-
bro. Ejercicios de este tipo se pueden encontrar en libros de dlgebra
elemental. Aqui tienen escaso valor y no se-darén.

Solucisn
Se trasladan al primer miembro todos los términos en x y al se-
gundo todos los que no la contienen, con lo cual se obtiene
(ay* + 2a—ay—a)x = — + 2ap—day + 2 + 2y +y—1, y
a solucién es
_y(2a—1)—y(2a—1) + (2a—1) _ 2a—1
- ay—y+ 1) o

EJERCICIOS ORALES

Ejercitarse hasta llegar  resolver con gran rapider las ecuacio-

+ 2 —11
(g) (x+1)(2x+3) =23+ dx+5
—4 (k) 20x+3a=3x+ 2
4, Ecuaciones cuadriticas. Una ecuacién es cuadrética si
es equivalente a la siguiente:
9 f(x) =ar+bstc=0 (a50),
donde, en este simple caso, se usé la notacién a, b, ¢ para los
coeficientes, en vez de ao, @, a;. Las ecuaciones cuadréticas
se resuelven usando la identidad polinémica
(x+yp)r=x+2y+y

t
donde, si se sustituye y por — se obtiene

(10) x‘+tx+——(x+2)
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Obsérvese el siguiente principio:

CoMPLETAR EL CUADRADO. La expresibn x* + tx se con-
vierte en cuadrado perfecto si se le suma el cuadrado de la
mitad del coeficiente de x. El resultado de esta operacidn es
el cuadrado completo de x mds la mitad de su coeficiente.

Una ecuaci6n cuadritica cualquiera se puede resolver por
Io tanto, escribiendo

o oaf(en ) - 2]

Efectuando operaciones,

c b

b —4ac
T
y usando la identidad x* —5* = (x + y) (x—y) se tiene
b\? b*—4ac
[(”Z)' (@a) ]
_( b \/"'_4"‘)(,+i_‘/b'_"“

-+
2 2 2 2%

Entonces

(11) f(x) =a(x—n)(x—r),

donde

P LA —b— VF—dac
S 3 L G i

2a 2a

Supéngase que r es la rafz de la ecuacién f(x) = 0. En-
tonces f(r) = a(r—r;) (r—ra) = 0. Pero para que el pro-
ducto de niimeros complejos sea nulo, al menos uno de los
factores deberé ser cero. Por lo tanto, r =1, o r = r,. Sus-
tituyendo,

f(n) =a(n—n)(n—n) =0,
f(rs) = a(ra—rn) (ra—r2) = 0.
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Por lo tanto, 7, y 2 son las dnicas raices de la ecuacién cua-
drética.

La férmula (12) que da las dos raices de la ecuacién de
Ia formula (9) se llama férmula cuadrdtica y reduce el pro-
blema de hallar las raices de una ccuacién cuadritica al de
hallar la raiz cuadrada de

A=b"—4ac

y a procesos racionales. A se llama el discriminante de la ecua-
cién de la férmula (9). Nétese que

(13) (=2,
7

y que la ecuacién de la férmula (9) tiene raices iguales y del
mismo signo si y solamente si A = 0.

Sia, by ¢ son nimeros reales, A también lo seré. Si A es
positivo, su raiz cuadrade, VA, es un nimero real positivo
perfectamente bien definido y r1 y r, son distintos y reales.
Cuando A es negativo, se puede escribir

aA=—A, VA = V&,
donde VA es positivo y las raices

b VA, b VA,

T .

son un par de nfmeros imaginarios conjugados.

Sia, by c son niimeros complejos, A puede ser un nfmero
imaginario, pero todavia no se ha estudiado el significado
de VA, que se vers en el articulo 7 del capitulo VIIL

Nétese que

—b
(14) ntn= rad
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¥ que estas relaciones se pueden obtener mediante la aplica-

cién de la formula (12), o bien de la identidad

a(x—r) (x—r2) = al? — (rs + 1) x + rars]
=a®+bx+c

Se terminard el estudio de las ecuaciones cuadrticas con
la demostracién del teorema de la irreducibilidad.

Teorema 1. Un polinomio f(x) = ax* + bx + ¢ con coe-
ficientes reales es irreducible en el campo de todos los nimeros
reales si y solamente si A = b* —dac < 0.

Anteriormente se demostré que se puede factorizar f(x)
si A= 0 como un producto a(x—r,) (x—r,), donde 11y 12
son reales. Si A < 0y f(x) no es irreducible, se puede facto-
rizar f(x) = (gx + k) (sx + 1), donde g, h, 5, t son reales y
sg = a+£ 0. Entonces, r, = —h/g, 73 = —t/s son raices reales
de f(x) contrariamente a la demostracién de que f(x) tiene
un par de niimeros conjugados imaginarios como Ginicas raices.

Existen formulas para resolver las ecuaciones ciibicas y
cuartas, pero no son de gran utilidad y no se estudiarén aqui.

[Ejemplos ilustrativos
I Resolver la ecuacién 2¢'—4x + 8 = 57 + 2x —5.
Solucién
Esta ecuacién es equivalente a 32* + 6x = 13
c=—13, B'—4ac=36+12-13=12-16=
Las raices son

ﬂ=_,giv3

II. Determinar & de manera que la ecuacién 9k« — 60x + 6k
+1=0 tenga rafces iguales.
Solucién
El discriminante es
B —4ac = 3600 — 4+ 9k(6k + 1) = 36(100 — 6K — ).
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La ecuacién 6K + k— 100 = 0 tiene como raices
—1£ VIF2400 _—1%49 _ —25
12 12 6
El valor de k = 4 da la ecuacién 36+ — 60x + 25 = (6x"—5)°

=0,y el valor de k = —25 da la ecuacién —56" — 60x — 24 = 0,
que es cquivalente a 25¢° + 40x + 16 = (5x*+ 4)7 = 0.

EJERCICIOS ORALES

1. ;Cusles son las sumas y los productos de las raices de las
siguientes ccuaciones?

() 14+ VHL+sx+1V2
() i#—x+V—3=0
(c) 28 +4x—271=0 () (i+1)@—x=0
(d) 3¢+12c+8=0 (B Vif—9

2. Dar el discriminante de cada una de las ecuaciones () a (d)
del ejercicio oral 1

EJERCICIOS
1. Dar la forma radical de las soluciones de todas las ecuaciones
del e]ucmo oral 1.
Resolver las ecuaciones siguientes aplicando la férmula cua-
driucz:
() #+2c—63=0 (g) 3£+ 2%—5=r—dx+1
(b)) #—9x—52=0
(c) #+6xr—40=0
(d) #—6x—40=0
() #+x+4=0
) #—x—24=0 (j) (x+1)(x—1)=#—3x+8
(k) 2(x—1)'= (2 + 1)(x+ 1) +3x—5
() 12 +4x—1=0
(m) #=10x+75

(i)
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3. Determinar k de manera que cada una de las ecuaciones si-
guientes tenga dos raices iguales:

(a) ke —6x+9=0
(b) kf—lx+k+3
(c) ket —12ke+ 9k +2
(d) ke +he+1=0

() (2k+1)F—2(k+2)x+k=0
() (4k—8)% + 4kx+ (k+3) =0

4. Hallar k si 2 es raiz de k' + x—9)
5. Hallar k si 1 es raiz de 2k + Kx— 1.

0.

5. Los teoremas del residuo y del factor. Si ¢ es un ni-
mero, el residuo de la divisién del polinomio f(x) entre el po-
linomio lineal x — ¢ es un niimero. Su valor esti dado por el
siguiente:

Teorema del residuo. El residuo de la divisién de f(x)
entre x—c es f(c).

Del algoritmo de la division se establece que

f(x) = q(x) = (x—¢) +r.

Luego f(a) = g(a) * (a—c¢) + r para cualquier némero
a. En particular, f(c) = q(c) (c—e) +r=r.

Hay una de las
y del teorema del resnduo, que se expresa con el siguiente:

Teorema del factor. Un nimero c es una raiz de f(x) si
y solamente si x — c es un factor de f(x).

Por el teorema del residuo

(15) f(x) = (x—¢) - q(x) +1(c)

para cualquier c. La hipétesis de que ¢ es una raiz de f(x)
significa que f(c) =0 y, asi, que f(x) = (x—¢) * q(x),
x—c es un factor de f(x). La hipétesis de que x— ¢ es un
factor de f() significa que f(x) = (x—c) - g(x) y se con-
cluye que £(c) = 0, ya sea por la férmula (15) y por la unici-
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dad del residuo en el algoritmo de la divisién, o bien cal-
culando
f(e) = (e—¢) -q(c) =0.
Ejemplos ilustrativos
1. Calcular el residuo de la divisién de +™ — 7x* + 1 entre x + 1.
Solucién
El residuo es f(—1) = 1—7+ 1= —5
II. Demostrar que x + 2 es un factor de
£+ 74 B+ 212
Solucién
f(—2) = —32+ 112—64 —4—12=0.

EJERCICIOS ORALES

1. Decir por qué x— es factor de f(x) en los casos siguientes:

(a) + 622+ 2+ 4

(5) 7#t + 26— 22 —10x + 16
(c) F+8+ 5+ 6

(d) —

(e) —x—

) A4l +x+4

—354+2—6

() 2445+ 2+4 entre x+4
(f) #—x—3 entre x—2

6. Divisién sintética. Si ¢ es un ntmero cualquiera y
f(x) =g + a1 + ... +ay
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es un polinomio cualquiera, se puede escribir
f(x) = q(x) (x—¢) + ba,
donde
q(x) = bor™ + b2+ .+ by, ba=f(c).
Luego (x—c)q(x) = f(x) — bn = xq(x) —cq(x), o sea
que :rq(x) +ba=f(x) + cq(z), es decir, box® + bya* +
b= (@ + @t .+ an) + cbor™!
+ b2+ ... + cbp
Comparando coeficientes se tiene

bo=a, bi=a+cb,...,
bi=a;+ chis, ...,  ba=as+ chps

Entonces los coeficientes by, . .., ba-y del cociente g(x) y
del residuo by, se pueden calcular con una tabla

Gt at Gttt e
+ cay + cby + ...+ cbus + chas
bot bt bat ...+ bayF ba

Este procedimiento es una modificacién del proceso ordi-
nario de la divisién, y se llama divisién sintética. No es apli-
cable, sin disposiciones especiales, para la divisién de un poli-
nomio entre divisores diferentes de los de la forma x— c.

La divisién sintética sc puede emplear para calcular f(c)
cuando la sustitucién directa de x por ¢ pueda resultar tediosa.
Por ejemplo, si f(x) = x* — 7x° + 5x* — 100x — 31, el cAlcu-
lo de f(8) = 84— 7(8)* + 5(8)* — 800 — 31 es complicado.
Pero la divisién sintética

1—7+ 5—100—31[8
+8+ 8+104+32
T+1+13+ &+ 1

daf(8) =1
Si ¢ es una rafz de f(x), el cAleulo de f(c) por medio de la
divisién sintética da el valor f(¢) = 0 lo mismo que el cociente
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4(x) en f(x) = (x—c)q(x). Entonces las raices restantes
de f(x) son las raices de la ecuacién g(x) = 0. Esta ecuacién
de grado n — 1 se denomina ecuacion rebajada.

Ejemplos ilustrativos

I Calcular el cociente y el residuo de la divisién de
3x'+ 14x*— 225" — 50 entre x + 6.

Solucién
3+14—22+ 0—50—6
18 +24—12+ 72

4+ 2—12+22
El cociente es 3x* — 4" + 2¢—12 y el residuo es +22.
IL. Verificar que 8 es una raiz de la ecuacién

#— 605 — 295 — 24,

Solucisn
1+4.0—60—29—24(8
+8+ 64 + 32+ 24
TH+8+ 4+ 3+ 0

EJERCICIOS

1. Usar la divisién sintética para calcular el cociente y el residuo
de las divisiones siguientes:

(a) **—35+ 2x—1 entre x—2
(b) x*—14x" + 25* + 49x — 36 entre x + 2

Resp.: q(x) = #—168° + 34x—19, r = 2.
(c) =+ #+x—2entre x+3
(d) x*—x'—32¢ entre x—3

Resp.: g = x* + 32 + 82 + 24x + 40, r = 120,
(e) 35"+ 22+ 55+ 10 entre x + 2
) ——6:‘+ 82 —32 —7x+ 1 entre x + 1

i g =& — 2 —5x + 58 + 3 —bx— 1, r =

(e) :'+ 10x'+ 228 —7x+ 5 entre x + 4
(h) %+ —222 + 155 —32 entre x—4

Res, =52+ T, = 4
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(i) #*+ 2 —132 + 13x—21 entre x+ 3
() 26+ 94"+ 14x + 8 entre x + %
Resp.: g = 22 + 88 —4x+ 16, r = 0.
(k) 65+ 52 + 10x—4 entre x—%
W s+ 5:‘+ £+ 17x—6 entre x—%
Resp.: =32+ 6 + 32+ 18, r = 0.
(m) 36 10— 57 + 63x 56 entre x—7
(n) 3+ 402 + 857 + 97x + 99 entre x + 11
Resp: q= 32+ 7+ 8x +9, 7=
(o) #—B8lx'—2¢ + 185 + 8x—72 entre x—9
(p) 184 + 203 + 208" + 575" + 6x entre x + %
Resp.: = 9(2¢* + 26 + 32 + 6x), r = 0.
(q) #—32+ 16x— 44 entre s —¥o
(r) &+ 0.45*—0.18x + 0.33 entre x—0.2
Resp.: q(x) = £+ 0.6x—0.06, r = 0.318.
(s) #—02¢+ 0.31x— 0.424 entre x—0.9

2. Demostrar por medio de la divisién sintética que

(a) (x—2)" es un factor de x*— 42" + 5¢ —4x + 4

(b) (x + 3)" es un factor de x*— 174 + 6x + 90

(c) (x+1)" es un factor de 2% + 6x* + 52" —x'—3x —1
(d) (x—5)* es un factor de *— 75¢ + 250

(e) (x+4)" es un factor de x* -+ 82— 128x— 256

. Descomposicién en factores lineales. Hay un teorema,
denominado teorema fundamental del dlgebra, que establece
que todo polinomio f(x) con coeficientes nimeros comple-
jos tiene una raiz compleja. La d:mosmcv!m de este teorema
es una parte icada de las das y ni
siquiera seré sugerida aqui. Como resultado de este teorema
y el del teorema del factor se tiene que todo polinomio f(x)
con coeficientes complejos tiene un factor lineal x— ¢ donde
¢ es un niimero complejo. Se enunciaré este resultado en la
forma siguiente:

Teorema 2. Los dnicos polinomios que son irreducibles en
el campo de los nimeros complejos son los polinomios lineales.

Se puede aplicar en seguida la teorfa de la descomposicién
de polinomios como productos de factores irreducibles. El




166 ECUACIONES [Cap. VI

teorema 2 establece que los factores son lineales y, ya que
cualquier polinomio lineal ax + b= a(x—r), donde r
—b/a, se puede hacer que los factores sean polinomios x — ry.
Si r es cualquier raiz de f(x), entonces f(x) = (x—7r)q(x)
y se tiene asi una descomposicién de f(x) en que ¥ — r es uno
de los factores lineales. Sin embargo, los factores (lineales)
x—r; de f(x) son Ginicos, como se demostrd en el articulo 9
del capitulo IV. Por lo tanto, r es uno de los ;. Por el teore-
ma del factor, si x — ry es un factor de f(x), entonces r; es la
raiz de f(x). Combinando estos resultados se tiene:

Teorema 3. Sea f(x) = acx® + ax™! + ... + a, donde
20, @1y..., an, sOn nimeros complejos, n > 0, ag 0. En-
tonces
(16) f(x) = ao(x—m:) (x—11) ... (x—1a),
donde ts,... ta son nimeros complejos, raices de f(x). Los
factores x—xy son tiicos, excepto por el orden en la des-
composicién anterior. *

Si 7 es una raiz de f(x) y en la factorizacién (16) de f(x)
aparece (x—r) m veces, entonces f(x) es divisible por
(x—r)™, pero no por (¥ — r)™+1. Entonces r se llama raiz
idad m del polinomio f(x) y de la ecuacién f(x)
, 1 se llama raiz simple; si m = 2, doble; y tri-

EJERCIOS ORALES

Hallar las rafces de cada una de las siguientes ecuaciones con sus
respectivas multiplicidades:

(a) (x—38)(x+2)%=0
(8) (x+3)"(x—2)*(x—1)(x+1)
(e) (s+ 22 —4)(x—2)*=0
(d) (#+3x+2)"x+2)
(o) (R—4)"(#+2)"(#+ 2 +1)=0

() (2—35+2) (£ —4) (53¢ + 4) (¥ —x) = 0
(@) (#—32+ % —1)(F—s)(#+ ) =
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8. Expresién de los coeficientes en funcién de las raices.
La forma factorizada del polinomio
(17) fx)=x+ari+.. o
que tiene el primer coeficiente unitario es:
(18) F(6) = (x—n) (x—12) ... (x—1a),
donde 11, 73 . .. 7 son las raices de f(x). Se puede efectuar el
producto de la forma factorizada y comparar los coeficientes
asi obtenidos de la férmula (18) con los de la férmula (17).
No se darén los detalles de este argumento, y se recomienda
que el estudiante los lleve a cabo para n = 3, 4. Los resultados
se pueden expresar por las férmulas

ntFnt .= —a,

(19) nntnrt .t et =6,

nr.tichnn. L nana
o regTeaa T = (—1)ie,
nfse. = (—1)%n
Asi, 1a suma de las raices de £(x) es igual al coeficiente c, de
x*1 con signo opuesto. La suma de todos los productos dis-
tintos posibles de dos raices es (—1)%c;. La suma de todos los
productos distintos posibles de i raices es (—1)c;. Sélo existe
un producto de n rafces y es igual a (—1)%cp.
Para el caso n = 2 estas relaciones ya se escribieron, Para
n=3son
ntntn=
s + 1ty + 1ars = sy
TifaTy = —Ca,

1,

yparan=4son
ntntntrn=—,
s iy F it nats + nar ot nre= s,
niraty + nnrg + nrsre + nnry = —, TANaTaTy = Cqn



168 ECUACIONES [Cap. VI
Las relaciones dadas parten de la hipétesis de que el coefi-
ciente inicial de f(x) sea 1. Si no es asi, se puede escribir
(2) =aw + @t 4+ ap=ao(xt + e
e dgn)y
donde los coeficientes c; son los cocientes.

Las raices de f() son las mismas que las de
ot a4t o,
y asi se pueden obtener los coeficientes ¢ en funcién de las

raices de f(x). Entonces f(x) queda determinado por sus rai-
ces si se fija ao.

Ejemplos ilustrativos
1. Hallar la ecuacién cqn coeficiente inicial uno, cuyas raices son
2, —1+ V3 —1— V3.

Solucién

Sean=—1+ V3, r
=2 nn=(—1)'— (V3

V3, rn=2. Entonces 1, + 12
—3=—9, (n+r)+n
—2+2

o+ o m,+ (n+ =24+ (—2)2
(rr)r

La respuesta es =0 (0)2 + (—6)x— (—4)

1L Hallar la ecvacién cuyo primer coeficiente sea 1y cuyas rai-

cessean —8+ V2, —3—VZ,2+i,2— i.

Solucién

Sin=—3+V2n
ener+n=—6,nn =7, ntn=

—a=(ntn)+ (ntn)=

nnt (ndn)(n+n) + = T—24+5=—12,




Art. 8] EXPRESION DE LOS GOEFICIENTES 169

—a = nin(n 1) + (nF m)nn
= (rm) (rin) = 35.
Resp: x*+ 25— 125" + 2x + 35 =0.

‘4—6-5=—2

EJERCICIOS ORALES

1. Dar la suma y el producto de las rafces de las ccuaciones si-
guientes:
(a) 98—2x+1=0
(b) 28—42 + 5x—6=0
(c) 82°+4x—18=0
(d) 26 +25 +7x
() (#—2¢+1)(x+3) =0
1) (#—2+3)( -2)
(8) (2¢—3x+1) (< + =
(h) (#—32+2) (s ~2‘ TS (@—3er e =0
2. La suma de dos de las rafces del polinomio 2+ — 76" — 5x +
45 3. ¢Cudl es Ia tercera rafz?
3. El producto de dos de las rafces de la ecuacion
2% £ —11x—10=0
es 2. ;Cudl es la tercera raiz?

EJERCICIOS

Usense las relaciones entre raices y coeficientes para hallar el po-
linomio f(x) = #* + ™ + ... + ca cuyas raices son

, 1+ V=3, 1—V—3

() 4,—2+ V=5, —2—V—5

() 5,—% + V3 —%—V?2

() —2,%+ V=372, %— V—3/2

() 14V3,1—V3, —2V—=2, 2—V—=2

(f) 1+42i,1—2,2—3;,2+3i

(g) 2i—1,—2i—1, V2—1,—/2—
(h) 0,8 +2,—3i+2—2+ V5 —2—V5

9. Ralces imaginarias de polinomios reales. Si r es una
rafz compleja del polinomio con coeficientes reales f(), la
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expresién x—r es un factor de f(x). Cuando r es real y el
grado de f(x) es mayor que 1, el polinomio f(x) no puede ser
irreducible en el campo de todos los niimeros reales. Supén-
gase en seguida que r es imaginario y que se escribe asi

r=s+t,
donde s y ¢ son reales, £ 5= 0, i* = —1. Entonces

T=s—ti
es el conjugado imaginario, y
(20) g(x) = (x—1)(x—7) =2 —2x + 2+ 82
tiene coeficientes reales. Aplicando el algoritmo de la divisién
se puede escribir

f(x) = q(x)g(x) +ax+b.

Ya que f(x) y g(x) tienen coeficientes reales, también los
tendré el residuo ax + B. Pero

f(r) =q(r)g(r) +ar+b=ar+b=0

pues f(r) = g(r) = 0. Entonces o bien a=b =0y g(x)
divide a f(x), 0 540, r = —b/a es real. Esto es contrario a
1a hipétesis, y se demostrd el siguiente:

Lema. Sea r una raiz imaginaria de f(x). Entonces T es
una ralz imaginaria de £(x) y ademds (x—r) (x—T) es un
factor de £(x).

Como consecuencia del lema se ve que todo polinomio
real (es decir, un polinomio con coeficientes reales) tiene un
factor real lineal o un factor real cuadritico. Del teorema 1
se puede establecer el siguiente:

Teorema 4. Un polinomio real es irreducible si y solamen-
te si es lineal o cuadrdtico ax® + bx + ¢ con b? —4ac < 0.

Aplicando ahora el teorema de factorizacién del articulo
9 del capitulo IV al teorema 4 se obtienc el siguiente:
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Teorema 5. Todo polinomio real se puede expresar imi-
camente, excepto por el orden y por los factores constantes,
como un producto de factores reales lineales y reales cuadrd-
ticos irreducibles, Las raices de los factores reales lineales son
las rc ces reales de £(x), y las raices de los factores cuadrdticos
srat parejas de raices imaginarias conjugadas de f(x).

Si 7 es una raiz imaginaria de multiplicidad m de f(), el
polinomio correspondiente (x—r) (x—7) debe encontrarse
exactamente m veces en la factorizacién de f(x). Luego 7 tiene
también multiplicidad m.

Teorema 6. Sean a y b0 reales y a + bi una raiz de
multiplicidad m del polinomio real £(x). Entonces a— bi es
una rafz de multiplicidad m de §(x).

EJERCICIOS ORALES

1. El némero 3 + 2i es raiz de la ecuacién
£—92+31x—39 =0

¢Cules son las demés raices?

2. Si 2—3i es una raiz de # + 2 + bx + ¢ = 0, zcudles son
las demés rafces y cusl es el valor de ¢?

S. Sea2+ |unan£zdobl¢d:£+d+bx'+¢x‘+¢:+25
= 0. ;Cuéles son las otras raices y cuil es el valor de

4 Durhform.nhcwnndadehecumﬁndezxmmdnm
coeficientes reales, y con 2—V/—3 como raiz doble y 1+ i como
rafz simple.

10. Raices milltiples (curso comrLETo). Se puede calcu-
lar la derivada f/(x) de f(x) y el med. d(x) de f(x) y
F(x). Las raices del factor d(x) de f(x) son raices de f(x),
y el articulo 13 del capitulo IV implica que si r es una raiz
de multiplicidad m de f(x), entonces es raiz de multiplicidad
m—1de d(x). Cuando d(x) = 1, el polinomio f(#) no tiene
raices miltiples. De otra manera se pueden encontrar las rai-
ces miiltiples de f(x) resolviendo la ecuacién d(x) = 0.
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Un polinomio no constante f(x), que es irreducible en el
campo F de los niimeros que contienen sus coeficientes, se fac-
toriza en el campo de todos los nimeros complejos, pero no
tiene raices miltiples. Ya que f/(x) no es el polinomio cero
y tiene coeficientes en F, lo mismo ocurre con d(x) ; d(x) divi-
de a f/(x) y tiene a lo sumo el grado m — 1. Entonces d(x)
1o s un miltiple constante de f(x) y sélo puede dividir a
f(x) si es una constante.

Apliquese el procedimiento anterior a cualquier polinomio
quintico f(x) con raiz de multiplicidad m > 1. Si f(x) tiene
s6lo una raiz maltiple 7 y ésta es una raiz doble, entonces el
polinomio d(x) = x—r1, (x—1)* es un factor de f(x) =
(x—1)?q(x). Entonces el problema de resolver la ecuacién
f(x) = 0 se reduce a la resolucién de la ecuacién cibica g(x)
= 0. Si f(x) tiene dos raices dobles o una rafz triple, el poli-
nomio d(x) es cuadritico y sc puede resolver por la férmula
cuadritica. Esta determina tres (o cuatro) raices de f(x) y
la determinacién de las dos raices restantes es cuestion trivial.
Cuando f(x) tiene una raiz doble y-una rafz triple, o una raiz
de multiplicidad cuatro o cinco, el polinomio d(x) es de grado
tres o cuatro y tienc una rafz miltiple. La ecuacién d(x) = 0
se puede resolver por inspeccién o por el procedimiento de las
derivadas, y la solucién de f(x) = 0 se puede completar divi-
diendo f(x) entre d(x) o comparando coeficientes y raices.

Ejemplos ilustrativos
1. Hallar las rafces de f(x) = 5'— 242" + 64x—48.

Solucién
f'(x) = 4x' —48x + 64 = 4(# —12x + 16).

e+ 4 I
r=rrexird — 125 + 16jx* — 242 + 64x— 48
' — 42 + 4x —12¢" + 162
45 —16x + 16| — 125" + 48x —48

42— 16x + 16 = —12(s* — 4x + 4)
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d(x) = F—4x+ 4

(x—2)
1) = (x—2)(x—1), (—8)(—r) =—48, r=—6.
Resp.: 2 es raiz triple; —6 es rafz simple.

1. Hallar las rafces de x*— 7x"— 2x* + 12x + 8.

Solucién
Flx) = 56— 218 —4x + 12,

355 —15,
oer s ST 1 0
245 + n.-qmqmﬂees.a—-na_ i
TR — GRG0
=27 + 33— 24x--20)
30

d(x) =5 —x—2
= (x—2)(x+1).
fx) = (=2 + 1)’ (s—1), (—DP(—n) =8, r=—2
Resp.: Rafces dobles: 2, —1. Rafz simple: 2

* EJERCICIOS

Cada una de las siguientes ecuaciones tiene al menos una raiz
miltiple. Usese esta propiedad para resolverlas.
a) #—67—8:—3=0
(b) #+2f+2—12¢+8

Resp.: —24 2, —2—2i.
(c) x*—242 + 64x—48=0
(d) 448 —16x—16=
Resp.: -2,—2,2
(e) #+428—38—dx+4
-2, —2.

esp.: 1,
(1) #—4r—20+ 1249
(6) #4102+ 155+ 6=
Resp.: —1, —1, —1, % + % V—I5.
(h) =+ 802 + 2405 + 192 =0
(i) #—6+ 5 + 128 + 4x =0
() #—10—20¢ —15s—4=0




CAPITULO VII
RAICES REALES DE ECUACIONES REALES

1. Transformaciones de polinomios. Los métodos princi-
pales que se usan en el estudio de las raices reales de ecuacio-
nes f(x) = 0 consisten en ciertas transformaciones que reem-
plazan un polinomio,

(1) f(x) =amx*+ a1 +...+an

=ag(x—n)(x—r) ... (x—1n)
por un polinomio g(x) cuyas raices estén relacionadas con las
de f(x) en cierta forma prescrita. Se probaré primero el si-
guiente:

Teorema 1. Sean g(x) =f(x+3) ¥ 1y, Ty, Ta las
raices de £(x). Entonces 1, — a, 1y —a, ... ., fa— a son las rai-
ces de g(x).

En efecto,

f(x + a) =ao(x + a—n) (x + a—r,)
Peox +a—rn=x—(n—a),y

8(x) =ao(x—4) ... (x—s52)

(xta—r).

en donde sy =1, —a.
Los coeficientes bo, by, . . ., ba de

g(x) =ao(x + a)* + @y(x + @) +... + aua(x+ a)
+ an==box bl .+ b

174
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pueden calcularse mediante el proceso de la divisién sintética
repetida. Obsérvese que debido al hecho de que f(x + a) =
8(x), se tiene
g(x—a) =f(x) =bo(x—a)* + by(x—a)~1 + ...
+ bua(x—a) + by

Entonces by cs el residuo que sc obtiene al dividir f(x)
entre x—a, y bo(x—a)™ + ... + byy(x—a) + bpy es
el cociente. Si se divide este cociente entre (x—a), el residuo
sera bp1 y el nuevo cociente serd bo(x—a)"~2 +.. . +bys.
Este segundo cociente puede usarse para calcular by.z como el
tercer residuo, y asi sucesivamente mediante a division sinté-
tica se obtienen los coeficientes ba, b, - .., by, bo = a, como
una sucesion de residuos. El lector habré notado desde el prin-
cipio que bo = ap.

La segunda transformacién es la que reemplaza f(x) por

L o e

(x—tr,) (x—tr3) ... (x—
El término general de f(x) es aix™ y el de g(x) es

2\ o

(2] et
Se tiene el siguiente:

Teorema 2. Sea £(x) el polinomio de la férmula (1), t
un nimero arbitrario distinto del cero y
g(x) =ax® + tax™! + tax2 + ... + " lagx + tha,
Entonces si Ty, . . . ta son las rafces de £(x), las rafces de g(x)
som try, try, ..., tra.

Si as = 0, entonces x es un factor de cierta multiplicidad
m de f(x), cero es una raiz de multiplicidad m de j(x), y s¢
puede quitar el factor x™ de f(x). Préstese atencién a los po-
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linomios para los cuales ay £ 0, de modo que ninguna raiz
74 de f(x) sea cero y que cada ri—1 exista, Se define

&) sx-/(,‘;) = st b o
y obsérvese que

1 1 1
e (-r)(Er).- ()
=ao(1 —ryx) (1 —7ex) ... (1 —7u3).
Entonces, si s; = 1/r;, se tiene
8(x) =aonira.. . ra(s:—x) (52— %) ... (2 —3)

—1)"an/ao, se tiene

Ya que rirs. .. 7
g(x) =an(x—5) ... (x—s)
con lo que se ha probado el siguiente:

Teorema 3. Sea f(x) ==apx” + ... + as, con agaa70.
Entonces las raices de g(x) =a.x" + ... + a, son los reci-
procos de las raices def(x).

Esta Gltima transformacién se usa con menos frecuencia
que las otras.

La suma 7, + 72 + ... + 1, de las raices de la ecuacién
f(¥) =apx" + @™ + ... + an = 0 es —a;/a. Disminu-
yendo las rafces en —aj/nd, se obtiene una ecuacién g(x) =
box* + byx* + ... + by = 0 cuyas raices son 1 + ay/nao.
Entonces la suma de las raices de g(x) =0 es cero y b, = 0.
Esta ecuacién se llama ecuacién reducida. Asi, pues, se podra
encontrar la solucién de cualquier ecuacién f(x) = 0 siempre
que se pueda resolver la ecuacién reducida correspondiente.

Una ecuacién cibica reducida se puede escribir, después
de dividirla por su coeficiente inicial, en la forma

h(zx)=x+px+q=0.
El némero A = —4p*— 27¢* se llama el discriminante de
h(x) = 0,y puede demostrarse que h(x) = 0 tiene tres raices
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reales excepto cuando A < 0. No se demostraré aqui este re-
sultado.
Ejemplos ilustrativos
I Tncreméntense en 2 las raices de
b8 20— l4x + 2
Solucién
148+ 2—14+ 2|
—2—12+20—12

—2
150
La ecuacién deseada es X'—22¢' + 42— 10 = 0.

I Hallese un polinomio cuyas raices s estén relacionadas con
Tas rafces r de 27#* + 54 + 30x + 5 por la formula s = 3r + 2.
Solucién
Un polinomio cuyas raices son 3r es
2720 = 3545 + 930z + 27-5=27(«* + 62" + 10z + 5).
Disminuyendo las raices en —2 y usando el proceso de la divi-
sién sintética se obtiene

1+ 6+10 + 5|2

Resp.: & — 25 + 1.
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IIL Hillese una ecuacién cuyas rafces 5 estén relacionadas con
las raices r de
45— 384" + 120x — 127 = 0
con la férmula 5 = 2(r—3).

Solucién
4—38+120— 1273
12— 78+126
2%+ 22— 1
12— 42
T
12
+=2

Una ecuacién cuyas raices son r —3 es 42" — 2’ —
tiplicamos estas rafces por 2 se obtiene 4x'— 4x*—8 = 0.
Resp: #—#—2=0.

IV. Determinese en qué casos las raices de x*— 2¢"—
son todas reales.

Solucién

Aqui a0 = 1, 6= 2 y —a/3a = %. Para evitar fracciones, mul-
tipliquese por 3 Tas fon) para dbhcnes %o 6 54, Disdsmyend
en 2 las raices se tiene.
1—6+ 0—542
+2— 8—16

+2
150
La ctbica reducida es x*—12x—70 =0y

A= —4(—12)' —27(70)" = 27(256 — 4 900)
es negativo. La ecuacién tiene solameate una rafz real.
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EJERCICIOS ORALES

1. Usar el teorema 2 para obtener una ecuacién cuyas raices sean
Ias negativas de las de

(a) Bx+ 4x'— 22 + 72 —1 (d) #—74—82—1

(b) 2 —55+ 74 + 2x—8 (e) *—95+10x

(c) #—8s—9 1) x+62—72

(g) 448 —8c—

(h) 78+ 82 —Qr‘—- 102 —2x —1

2. Obténganse polinomios cuyas raices sean ¢ veces las raices de
los polinomios siguientes, para los valores de ¢ indicados:

(a) 35" —2¢+4x—5;1=2,3

(b) 25+ 6x'—Yx +%; t=—2,2

(c) 35— 65 + 182 —54;

(d) »—85—24x—64;1 =1, %

3. Calclese A para cada una de las ecuaciones siguientes y di-
gase en qué casos todas las rafces son reales.
(@) £+26+1
(e) #—4x—2
) #—3x—1

4. Obténganse polinomios cuyas raice n reciprocas de las
raices no nulas de los polinomios del ejercicio oral 1.

EJERCICIOS

1. Dismintyanse en a las raices de los polinomios siguientes para
los valores de a indicados.

(a) 3¢ +34+x—65a

=1
Resp.: 32 + 32 + x—

(b) 25+ 3¢ —5x + 8;
(c) #—16x+17;a
(d) #—32+2x—4;a
() #—42—2x+1;a

Resp.: #* + 124 + 82x + 17.
—5

Resp.: 5+ 8" + 204" + 145 —
() #+32—x—1;a=38
2. Increméntense en a las rafces en cada uno de los casos del
ejercicio 1.
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3. Hallar un polinomio cuyas raices s estén relacionadas con las
rafces 7 de cada uno de los polinomios siguientes por la férmula co-
rraspondiente:

(a) *—12+ 565 —40; s = Yr—2

Resp.: &+ 2+ 7.

(b) #—6¢ +8x+16; s = %o(r—2)

(c) 4¢—x+155=2r+1 Resps £ —32+ 2+ 2

(d) 7295+ 2438 + 9x—1; s =3r+ %

(e) 95 —95 + 4x; 5= 3(r—%)

Resp: 2+ x +2.
(f) 8x'—36+*+ 54x—35; s=2r—3
(g) #—16¢ + 64x +48; 5= Yr —6
Resp.: 2+ 102 + 28x + 30.
(h) 82— 122 —18x—23;5s=dr+2
() 2 — 95 + 45— 54; 5= Yor—1
esp.: 4+ 2¢+ 1.

(i) 2+ 212 + 144x + 54; s = %(r + 6)

4. Compruébense las respuestas g(x) =0 en cada uno de los
casos del ejercicio 3 expresando r en términos de 5 y aplicando las
corrzspondientes transformaciones a g(x) para obtener Ia original f(x).

5. Apliquense las transformaciones que cambien a cada una de
las ecuaciones siguientes en una ecuacién reducida:

R«p.:

3x+2

s —1 01(4:»:——24;“{-611—45-—
() 3¢+ 126470 426+ 42 0.

6. Determinese si las rafces de las ccuaciones siguientes son todas
reales o no:

(@) 3—2+1=0 () #—42+3x—1=0
Resp.: No todas reales.
() #—%—2=0 () #+67—2+2=0
Resp.: Todas reales.
() #—22+41=0 () 26+ 68°—3x—4=0
Resp.: Todas reales.
(@) #—6¢+1=0 (h) 204 2—x—1=

2. Raices enteras. El estudio de las raices de ecuaciones
con coeficientes racionales es equivalente al estudio de las rai-
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ces de ecuzriones con coeficientes enteros, En efecto, si se
multiplica una ecuacién con coeficientes raciorales por el
m.cm. de los denominadores de estos coeficientes, se obtiene
una ecuacién equivalente con coeficientes enteros. Primero r2
estudiaré un procedimiento para hallar las raices enteras «.e
tales ecuaciones.

Si los coeficientes de f(x) = aox* + ayx™1 + ... + @ son
nimeros enteros y si r es una raiz entera de f(x) = 0, enton-
ces f(r) = br + an =0, en donde b= agr™ + ...+ apy
es un entero. Entonces 2, = (—b)7, es decir, a, es divisible
por r. Ya que el entero a, tiene solamente un ntmero finito
de divisores, se pueden determinar todas las raices enteras
de f(x) = 0 calculando f(d) para todos los divisores d de a.
Se puede, sin embargo, emplear este procedimiento como sigue.

Sea a un entero arbitrario y g(x) = f(x + a). Con el pro-
ceso del articulo 1, los coeficientes

bo=a0,  by..., ba=g(0) ={(a)
se pueden obtener mediante sumas y productos de enteros.
Por consiguiente, éstos son enteros. Las raices s; de g(x) =0
estén relacionadas con las raices ry de f(x) = 0 por la relacién
5 =i —a, siendo a un entero. Entonces 5; es un entero si y
s6lo si 73 es un entero. Se sigue que r puede ser raiz entera de
— a divide a f(a). Asf queda probado

Teorema 4. Las raices enteras de una ecuacién polino-
mial £(x) = 0 con coeficientes enteros son los enteros t tales
que T—a divide a £(a) para todo entero a.

No es conveniente, en general, usar m4s de unos cuantos
valores para a al aplicar el teorema 4 con el fin de cbtener
las rafces enteras de f(x) . Un procedimiento sistemético puede
empezarse con el cAlculo de f(0) = an, £(1) = do + a1 + ...
+ an, y f(—1) igual a la suma de todos los coeficientes de
todas las potencias pares de x menos la suma de los coeficien-
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tes de todas las potencias impares de . Se supone que f(0)
2£0.8i f(1) = 0, se divide f(x) entre x— 1 para obtener una
ecuacién $(x) = 0 de grado n— 1 que ya se ha llamado ecua-
cién con grado reducido. Entonces se comienza nuevamente
con el estudio de las raices enteras de esta nueva ecuacién. Se
procede anslogamente en el caso de que f(—1) = 0.

Supéngase ahora que £(0), f(1) y f(—1) son todos distin-
tos de cero. Descompéngase en factores estos enteros. Las
tres factorizaciones indicardn cuél de estos enteros tiene me-
nos divisores y se hace entonces una lista de los divisores de
dicho entero,

Supéngase primero que se tiene Ia lista de los divisores d
de £(0), omitiendo los valores d = 1, d = —1 que ya se han
probado antes. Entonces una d particular no serd una raiz de
f(x) = 0 a menos que d—1 divida a f(1) y d + 1 divida
a f(—1). Estas condiciones de divisibilidad eliminarén ya mu-
chos divisores d que no son raices y después se completa la
solucién calculando f(¢) para los valores restantes.

La segunda posibilidad es de que la lista que se haya hecho
sea la de los divisores ¢ de f(1). Entonces una ¢ particular
corresponderé a una raiz entera de d de f(x) = 0 solamente
sie=d—1, d=c+1. Se omite d=0, —1, es decir,
e=—1, —2 de la lista de divisores en este caso, y se ve
que ¢ + 1 es una raiz entera de f(x) = 0 tinicamente si ¢ + 1
divide a {(0) y ¢ + 2 = d + 1 divide a f(—1).

La GRtima posibilidad es de que se tenga la lista de los
divisores ¢ de f(—1). Ya que ¢ = d + 1y d 540, 1 se_omiten
los valores ¢ = 1, 2 de esta lista. Entonces d = ¢ — 1 ser4 una
raz de f(x) = O Gnicamente si ¢ — 1 divide a f(0) y ¢ —2
=d—1 divide a f(1).

En los préximos ejemplos se ilustraré el procedimiento que
se acaba de describir. Sin embargo, los ejercicios se pospon-
drén hasta después del préximo articulo, en el cual los resul-
tados adquieren un significado adicional.
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Ejemplos ilustrativos

1. Determinense lus raices enteras de f(x)

Solucién
Se ve que f(0) = 56, f(1) = 16, {(—1) = 0. Mediante la d -
visién sintética se tiene
1+0—49+ 8+ 56]—1
—1+ 1+48—56
T—1—#+56+ 0
Por consiguiente, f(x) = (x + 1)¢(x) en donde
Blx) =2 — 2 —48x + 56
Por consiguiente, $(0) = 56 = 8-7, ¢(1) = 8, p(—1) = 102 =

2:8-17. Los divisores ¢ de (1) que se han alistado son 1, 2, 4, —4,

—6 son los que se conservan. Con las divisiones sintéticas

1—1—48+ 56]2 1—1—48+ 56]—7
2+ 2—92 —7+56—56
T+1—46—36 1—8+ 8+ 0

se ve que las raices enteras de f(x) son —1, —7. Nétese que ahora
se pueden calcular las raices restantes de f(x). Estas son 4 + 2 V32,
4—2V2

10 Determinense las rafces enteras de

f(x) = —32¢ —63x—72 = 0.
Solucién
Se caleula £(0) = —72, f(1) = —187, f(—1) = —11. Los diviso-
res de f(—1) que se consideran son ¢ = —1, 11, —11y d =¢—1

—2, 10, —12. Se desprecia 10 y se ve que d — 1 =—3, —13 no
dividen a f(1). Por lo tanto, f(x) no tiene raices enteras.

3. Raices racionales. Una raiz racional 7540 de una
ecuacién (1) con cocficientes enteros puede expresarse como
una fraccién

2
q
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en donde p y g son enteros no nulos, cuyo m.c.d. es uno; pue-
de suponerse siempre que g es positivo. Segtn el teorema 2, el
entero p es una raiz de la ecuacion

axn + gar L+ gran =0

¥, segtn el articulo 2, 4 divide a g%an. Ya que p y g son pri-
mos entre si, también lo son p y . Por el lema 7 del artfculo
8 del capitulo II se deduce entonces que p divide a an.

El ntmero g/ es una raiz de anx® + ... +a, =0y q es
una raiz de anx® + pansx"—1 + ... + pra, Entonces el ente-
ro positivo g divide a p"a, y por el lema arriba mencionado
se ve que g divide a ao. Se ha probado, pues, el siguiente:

Teorema 5. Sea p/q una raiz racional distinta de cero de
£(x) con coeficientes enteros con p y q enteros primos entre
s yq > 0. Entonces el entero p divide a an y el entero positivo
q divide a 2.

En el caso en que @, = 1, el entero positivo g divide a 1
y g = 1. Esto conduce al, siguiente:

Teorema 6. Toda raiz racional de una ecuacién con coe-
ficientes enteros y con coeficiente inicial 1 es un entero.

El teorema 5 puede usarse para hallar las raices racionales
de f(x) = 0. Se anotan los divisores  de @, los divisores ¢
de a, y los cocientes correspondientes /g y después se usa la
divisién sintética para calcular f(p/q). Sin embargo es més
simple seleccionar un ntmero ¢ de tal forma que la ecuacién

a a a
+ gtk et
(2) » ‘u'?‘ aq')““ =

tenga coeficientes enteros. Las raices racionales de esta nueva
ecuacién son enteros u y pueden calcularse con el método del
articulo 2. Las raices racionales de f(¥) son los némeros u/t.
Obsérvese que basta tomar como t a t = a,. Sin embargo, es
preferible usar el minimo entero positivo ¢ tal que en la férmu-
Ia (2) los coeficientes sean enteros,
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Ejemplos ilustrativos

1. Hallar las raices racionales de f(x) =

+ 48+ Sx—

Solucidn
Los divisores positivos de 6 son 1, z 3,6,y los de 3 son 1, 3, asi
que las raices racionales posibles son 1, , —2, 3, —3, 6, —6,
%, —%, %, —%. Aplicando cl teorema 2 para ¢ = 3, se obtiene la
ecuacién
2(y) SH(3 + 127 + 45 —6-27) =y + 49" + 15y — 54 =0,
Los valores posibles arriba anotados se multiplican por 3 y se obtie-
nen 3, —3, 6, —6, 9, —9, 18, —18, 1, —I, 2, —2, como posibles
raices racionales de g(»). Obsérvese que todos los ntimeros dividen
a 54, pero algunos de los divisores de ax = 54 no figuraa en la Eea.
s= calcula g(1) = —34, g(—1) = —66, se omite d = 1, y se ve
we d—1 divide a 34 solamente P 4=3,18, 2. Entonces d + 1
d.wxdz a 66 solamente para 2. Con la divisién sintética, g(y) =
O + 6y +27) (y—2) y la tinica i acton] 30 1(x) es 2/3. Las
otras raices son —1 + V=2, —1 — \/2, ya que el polinomio cu-
yas raices son % de las de 3" + 6y + 27 es 2 + 2¢ + 3 = (x + 1)’
+2 .

IL Hallar las rafces racionales de {(x) = 484" + 168 — 3z —
1=o.
Solucién
Ya que au =1, las raices racionales de esta ecuacién son las
reclprocas de las raices enteras de g(y) =" + 3 — 16y — 48 = 0.
Ahorl, 2(1) = —60, g(—1) =—30. Los divisores h de —30 =
. 1, —1, 2, —2, 3, —3, 6, —6, 5, —5, 10, —10, 15,
715) 50, 30, Entonces d = h—1 divide 2(0) solamente si
—2, —3, 2, —4, 4, —6, —16 y d— 1 divide a —60 solamente
sid=-—2 —3, 2, —4, 4. Se calcula ahora g(2) = 8 + 12—32
—485£0, g(—2) = —8 + 12+ 32— 4850,
1+3—16—48—3
—3+ 0+48
016+ 0
y s¢ ve que g(y) = (*—16)(y + 3). Las rafces de f(x) =0 son
Yoo — e

IIL. Determinense las raices racionales de x'—48x + 64 = 0.
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Solucién

Se usa el teorema 2 con t = 1 para obtener g(y) = y'—3y +
1= 0. Evidentemente g(1) #0, g(—1) %0 y la ecuacién no tiene
raices racionales.

EJERCICIOS

1. Determinense las raices enteras de los polinomios siguientes:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
)
(g)
(h)
(i)

#— 158 + 54x —5¢
22— 85" + 9x—36

=+ 194 + 82x + 60
174 + 78x — 56

& —4x"—95x + 198

4 — 64 —T72

24 + 39" — 188x — 176
#— 142" + 9x + 324

# + 152 + 84x + 196

3% + 208 — 181x — 132
4 ' — 305 — 10x + 200
240 — 474 — 422 — 135
2 68— 2x*— 24
2 4 28— 15x—52

2+ 158 — 25— 34x 60
2 — 95— 24x + 216

# 42" — 752" — 324x — 486

Resp.:
Resp.:
Resp.:
Resp.:
Resp.:
Resp.:
Resp.:
Resp.: 2,

Resp.:

#— 242 + 1495 — 352" + 294+ — 608
2. ¢Qué se puede decir de las raices racionales de los polinomios
del anterior ejercicio en todos los casos, excepto (g), (i) y ()?
$. Hallar todas las raices racionales de las ecuaciones siguientes:

2 — 4P —x+2=0
65'—9x + 25 —3=0
205+ 114 —8x+1=0
#4382+ 15
3x'— 372 + 93x—27 =0
208x" + 3515 + 39x— 1 =0

0
240+ 168 + 476+ 60¢ + 27 = 0

Re:

Resp.:
Resp.:
Resp.:

Resp.:

3.
—s.
2, 11, =9,

Nada.

: 2,

—1, %, %.
%,83,9
Nada.

Nada,
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(k) 92+ 98 —x—6= Resp.: %.
(1) 62+ 212 + 26x—13
(m) 4x'—dx — 32 —x— Resp.: —1.

(n) 22 —155" + 42x + 44

4. Cotas superiores ¢ inferiores. Sean ay b dos néimeros
reales con a menor qué b. Se designa con a = x =< b al con-
junto de todos los néimeros reales x entre a y b. Si se omite a
de este conjunto, se escribe entonces a < x = b, y si se omite
b, se escribe a = x < b. Si se omiten a y b, se escribe a <
%< b. Todos estos conjuntos de niimeros reales se llaman
intervalos reales.

Una cota superior para las raices reales de una ecuacién
#(x) =0 con coeficientes reales es un nimero real U tal
que f(b) 50 para toda b = U. Una cota inferior es un ni-
mero real L tal que f(a) 5% 0 para toda a = L. Entonces las
raices reales de f(x) = 0 estin todas en el intervalo L < x
<U.
Se dirigira la atencién a los polinomios f(x)

ax* + ...+ an
en los cuales o es positivo, Entonces, si ningtn coeficiente de
f(x) es negativo, no hay ninguna raiz positiva del polino-
mio f(x). En efecto, si b > 0, el niimero f(b) es, en este caso,
una suma de niimeros positivos y, por consiguiente, positivo.
Por lo tanto, cualquier niimero real positivo es una cota
superior. Si as % 0, una cota superior es U = 0.

Supéngase ahora que f(x) tiene algunos coeficientes nega-
tivos. Sea k el menor entero tal que a; sea negativo. Entonces
k es la diferencia entre el grado n de f(x) y el exponente de
la méxima potencia de x que tenga coeficiente negativo. Por
ejemplo, en 355 — 2x* + 74 — 1 se tiene que k = 5 —4 =1,
yen

627 + 2x° —x* — 162x° + 2x* —4x —2

se tiene que k = 7—4 = 3, Sea G el miximo valor absoluto
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de los coeficientes negativos de f(x). En el segundo ejemplo,
G = 162. Entonces

(3) U=1+\7§

es una cota superior. En el segundo ejemplo, G/ao =27 y
U=1+V¥2T=4
Nétese que en el primer ejemplo k = 1, y
U=1+V%=1+%.
En realidad se demostraré més adelante no solamente que U
es una cota superior, sino también que f(b) > 0 para toda
b= U.

Es conveniente conocer también un segundo procedimiento
para obtener cotas superiores. Se divide el valor absoluto de
cada coeficiente negativo de f(x) entre la suma de todos los
coeficientes positivos que lo preceden. En el segundo ejemplo
mencionado, se obtienert las fracciones

1 162 4
6+2 6+2 6+2+2 6+2+2
Agréguese 1 a la mayor fraccién asi obtenida, El némero U
asi obtenido serd una cota superior. En el ejemplo, este valor es
14 201 = 211,

Obsérvese que las fi ! 19 el mi
raccion n el mismo
TR etz 62"
¥, por iente, la de menor no
necesita ser anotada. Anilogamente no se necesita anotar
2 e 4
sino 3
6+2+2 6+2+2

Para obtener cotas inferiores se estudia el polinomio g(x)

= (—1)"f(—x). Este polinomio tienc el mismo coeficiente
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inicial g, > 0 que f(x) y sus raices son las negativas de las
raices de f(x). Entonces, si toda raiz de g(x) es menor que
un ntmero real U, toda raiz de f(x) serd mayor que L =
—U,. Por consiguiente, el negativo de cualquier cota superior
para las raices reales de (—1)*f(—s) es una cota inferior para
las raices reales de f(x).

Se dice que los coeficientes de f(x) tienen signos alternantes
cuando los coeficientes de (—1)*f(—x) tienen todos el mis-
mo signo. Esto ocurre, desde luego, cuando todas las potencias
pares de x tienen coeficientes con el mismo signo y éste es el
contrario del signo de los coeficientes de todas las potencias
impares de x. Por ejemplo, segiin la definicién, los signos de

627+ 3x° + 28 — 2" + 4x—1
son alternantes, mientras que los signos de 7x°— 6 + 2x
— 1 10 lo son. Cuando los signos de los coeficientes de f(x)
son alternantes, f(x) = 0 no tiene raices negativas. Si ay 70,
cero es una cota inferior.

Se han dado dos métodos para obtener cotas superiores
e inferiores. Se llamara método de los radicales al primero de
ellos y método de las fracciones al segundo. A la menor de las
cotas superiores obtenidas se le llamaré la mejor cota superior
y, de manera ansloga, a la mayor de las dos cotas inferiores,
la mejor cota inferior. Es posible que en un mismo ejercicio
uno de los métodos dé la mejor cota superior y el otro la me-
jor cota inferior.

Ejemplos ilustrativos

1. Hallar las mejores cotas para las raices reales de f(x)
—14x* + 514' — 14x —80 = 0.

Solucién
Aqui G=80, k=1 cl método de los radicales da
Ui=1+80 =81
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Se calculan las fracciones 14, 8%s, y el método de las fracciones da
Ui=1+14=15
Por consiguiente, la mejor cota superior es U = 15. También
f(—x) = £+ 144 + 512 + 142 —80

¥, por lo tanto, G = 80, k = 4 —0 = 4, —L, = 1 + /80 es aproxi-
madamente 4. El método de las fracciones da —L = 1 + 9% = 2.
Por consiguiente, Ia mejor cota inferior es L Se indica el resul-
tado diciendo que las raices reales 7 de f(x) = 0 estén en el inter-
valo —2 < r < 15

IL. Hallar las mejores cotas para las raices reales de x' + 2¢'
+ 1"+ x—81=0.

Solucién
1 + V/BI. También
1+ 845> 6,

Aqui G=8L,k=4y U,
v
¥, por tanto, U = 4. Se tienc
f—%) =2 —2¢ + 112 —x—81
yk=1,G =81 de modo e —L, = 1 + 81 = 82. Se examinan las
i T y —La=1+4%4 = 3. Por consiguiente,

EJERCICIOS ORALES
1. Qué puede decirse inmediatamente de las raices reales de

(a) #*+32+2+1=0
(b) #+32+24=0

2. ¢Cubnto valen los némeros k y G de los dos métodos en las
ecuaciones siguientes?

(a) 2 —415" + 320x —800 =

(b) 42— a.-+zo.e+xooa—7sx+5_o

() x*—36¢+ 495+ 50 =
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(d) 26 —62—Tx+14=0

(e) 42"+ 6x"— 182 — 62" + Sx—ZD 0
(1) 5+ 4 + 42— 9x —64
(g) *+4x + 68— 22 —27
(h) 3x'— 122+ 15:—8 =10
(i) #— 165" 4 245 —25¢ + 3x +2=0

3. ¢Qué fracciones se caleulan en (¢) del cjercicio oral 22
4. ;Guéles son las cotas superiores en (e)?

EJERCICIOS

1. Calcular las mejores cotas superiores ¢ inferiores para las
raices reales de los polinomios del ejercicio oral 2.

2. Calcular las mejores cotas para los polinomios de los ejerci-
cios del articulo 3.

5. Demostracién del método de los radicales (curso com-
PLETO). Las raices de f(x) coinciden con las de

T s N

Sean ky G las mismas del articulo 4 y o el primer coeficiente
negativo de F(). Definase

@

Ta
Entonces —d es un coeficiente negativo de F(x) tal que
d =|e4| para todo coeficiente negativo ¢; de F(x).

Higase U =1+ Vd y supbngase que b= U. Entonces
b—1=Vdy (b—1)*Zc. Pero U > 1 y también b > 1,
b1 (b— 1)+ Entonces bi(b—1) = (b— 1)k = d
y el ntmero

e=bh—b1—dz0.

Los términos de F(b) con coeficientes cs, cr..., Ghs 1O som
negaiivos y, por consguicnte, F(b) Z b + b +...+ cu
Pero todo cocficiente ¢; = —d y entonces

F(b)Zs, s=br—d(bmt+bmt4 . +1).
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Sin embargo,

S(b—1) = br(b—1) — d(bm++1—1) = pr+l —pn
dbhH 4 d = bk (b — b —d) + d

=ebm*+1 + 4 > 0.

Asi, pues, s(b—1) >0, s > 0, F(b) > 0. Ya que a, > 0, el

néimero (b) > 0, para todo 'y U es una cota superior

para las raices reales de f(x) = 0.

Esta demostracién se ha dado més que nada como un
ejemplo de un tipo de argumento usado en el estudio de po-
linomios con coeficientes reales. No se dard aqui demostracién
alguna del método de las fracciones, pero se puede encontrar
una en First Course in the Theory of Equations, de L. E.
Dickson.

6. Aislamiento de las raices reales de una ecuacién real.
Como se observé en el capitulo VI, todo polinomio f(x) de
grado n con coeficientes reales se expresa como un producto

4 f)=a(x—n)(x—mr) ... (x—r)$(x),
en donde . .., son las raices reales de f(x) =0y ¢(x)
es un producto de factores del tipo
x4 &+ e,
con d y ¢ némeros reales y ¢ 54 0. Las raices de $(x) son las
rafces imaginarias de f(x) = 0, el grado n— t de ¢ (x) es par
y (=1 =1, ()= (=D
Si ¢ es un némero real arbitrario, entonces
A—d+d = (c—d)P + e >0
Por esto, si ¢ es real, el valor $(¢) es un nimero real positivo.
Sic>rparai=1,..., t, los factores ¢ —r; son todos po-
sitivos y (c) tiene el mismo signo que ao. Si ¢ < r; parai = 1,
., ¢, los némeros ¢ — ry son todos negativos y f(c) tiene el
mismo signo que (—1)'a, = (—1)*as. Se puede enunciar este
resultado como sigue:




Art. 6]  AISLAMIENTO DE LAS RAICES REALES 123

Teorema 7. Sean U una cota superior y L una cota infe-
rior arbitrarias para las raices reales de f(x) = aox™ + .
a,. Entonces f(c) tiene el mismo signo que a, para todo c = U
y f(c) tiene el mismo signo que (—1)%a, para todo ¢ = L.

Se probaré también el siguiente:

Teorema 8. Seana < b con a y b reales y f(a) 50, {(b)
0. Entonces el nimero de raices reales entre a y b es par
o impar segiin sean los signos de f(a)  f(b) iguales u opuestos.

En efecto, el signo de f(b) /(a) es el mismo que el signo de

_b—nb—r  b—r

a—rna—n a—r1

Siry > b > a, entonces b—7; y a— r; son ambos negativos
y, por lo tanto, su cociente es positivo. Si b > a > 7;, enton-
ces b—r; y a—r; son ambos positivos y su cociente cs posi-
tivo, Pero si b > 7> a, €l cociente (b—rni)/(a—7i) es
negativo. Asi, el signo de Q es (—1)* en donde s es el némero
de raices reales 7, efitre a y b. Se sigue que s es par o impar
segiin sean iguales u opuestos los signos de f(b) y f(a).

La longitud del intervalo entre a y b es |b— a. Toda raiz
real  de f(x) esti en algin intervalo a <7< b tal que
b—a =1,y tal que ninguna raiz de f(x) distinta de r esti
en el mismo intervalo, Se dird que se ha aislado la raiz r cuan-
do se haya encontrado uno de tales intervalos,

Si m es un entero arbitrario del que f(m) y f(m + 1) tie-
nen signos contrarios, entonces en el intervalom < x < m + 1
hay por lo menos una raiz real de f(x). Asi, pues, un procedi-
miento para aislar todas las raices reales de f(x) es el de calcular
£(0), £(1), f(—1), £(2), f(—2), etc. Este es efectivo si en
ningtin intervalo m < % < m + 1, con m entero, hay mis de
una raiz real de f(x). Se termina automiticamente cuando
se descubre previamente el nGmero de raices reales de f(x)
osi se encuentran n raices reales de f(x) de grado n. En todos
los casos puede terminarse con un cilculo inicial de U y L.
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Este no es completamente efectivo si algin intervalo m < x
< m + 1 contiene dos o mas raices y, por lo tanto, se necesita
un método para determinar el niimero y para localizar las
raices reales. En el articulo 8 se dara tal criterio.

Ejemplo ilustrativo
Aislar las rafces reales de
f(x) = x'— 232 + 30x 434,

Solucién

Se caleula f(0) = 34, f(1) = 42, {(2) = 18, {(3) = —22, f(4)
= 42, {(—1) = —18,...,{(—5) = —66, {(—6) = 322. Por lo tan-
10, f(x) tiene cuatro raices reales, aisladas como sigue:

—~6<n<—5, —1<n<0, 2<n<3, 3<n<4

IL Aislar las raices reales de f(x) = 3x'—3x—1=0.

Observacién: Ya que f(x) = 3x(x—1) —1, se ve que f(0) =
f(—1) =—1y f(n) <0 para todo entero negativo n. Sin embar-
£0, f(x) = 0 tiene dos raices negativas.

Solucién
Multipliquense las raices por 3 para obtener
35— 275 — 27 = 3g(x)

con g(x) = ¥ — 95 —9. Entonces g(0) = —9, g(1) = —17, g(2)
=—19, g(3) = —9, g(4) = 19, g(—1) = —1,
—9. Porlo tanto, 3 < 5 <4, —2< 5 <—1, —3<5<—2en
donde si = 3ri, Asi, pues, las raices de f(x) estén aisladas por las
relaciones

1<n<%, ~H<n<—% —I<n<—%

EJERCICIOS

1. Aislar la Gnica raiz real de las ecuaciones siguientes:

(a) (e)
(8) 1)
(c) [
(d) 13
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(e) #—32—2x+5=0

(k) #+32+20 +2—4=0
() #—32x+40=0

42— 324 + 24x—3

7. La regla de Descartes de los signos (cURso comPLETO).
La estimacion del ntmero P de raices positivas de una ecua-
cién f(x) =0 puede efectuarse contando el nimero ¥ de
variaciones de signo en la sucesién de los coeficientes no nulos
de {(x). Los términos con un mismo signo pueden siempre
agruparse y escribir el resultado en la forma

%) fx) =fo(x) + hi(x) +... + fr(x).
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Por ejemplo, si
F(x) = (3% + 4x10) — (26 + 428 + 20) + (32%)

— (254 + 62) + (11x),
los polinomios son fo == 3x12 + 4x1%, f, = —2x° —4x* — 2
fo=3s% o= — 240 — 62, fy=11x,y V = 4.

Los factores x de f(%) y las rafces nulas correspondientes
pueden quitarse de f(x) sin altera? el valor de V/, y se puede
suponer que f(x) = aox® + ... + a, con do y an ambos dis-
tintos de cero. Entonces V' es el nimero de veces que cambia
el signo, empezando en a, y pasando por la sucesién de coefi-
cientes hasta el a,. Por consiguiente, V es par si 2o y a tienen
el mismo signo, e impar en el caso contrario. El nimero P es
¢l nimero de raices entre 0 y una cota superior U, f(0) = an
y f(U) tiene el mismo signo que a,. Segin el teorema 8, P
es par precisamente cuando V' es par. Se sigue que V —P es
un entero par.

Sea byx™ el término.de méximo grado en el polinomio
fo=fi(x) de la férmula (5), y cy#™ el de menor grado. En-
tonces

bo=a,, m=n, cy=a, my=0.
Obsérvese que en el ejemplo especial de arriba, f, = 3¢ y asi
by =3y my = na.

Sea r un niimero positivo arbitrario y férmese el producto
(x=nf(x)=(x—nfo+ (x—nfa+ ...+ (x—1)fr
El término de mAximo grado en (¥ —r)fu es bix* y el tér-
‘mino de menor grado es —rc;x™, Estos términos tienen signos
contrarios. El coeficiente inicial de (x — 1) f(x) es el coeficien-
te inicial g, de f(), y se empiezan a contar las variaciones de
signo de (x —r)f(x) con el mismo néimero real g. El término
de grado minimo en cada (x —r)fi, parai =0, 1,...,V —1,
tiene el mismo signo que el témino de grado maximo de
(x—1)fusa y el signo opuesto al del término de grado méximo
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de (x—r)fs. Se sigue que el némero de variaciones en la
sucesién de coefici por g, y termi conel
témino de méximo grado de (x— r)fy es por lo menos V.
El término constante —ayr tiene el signo opuesto al del coefi-
ciente inicial de (x—r)fy y, por consiguiente, el nimero de
variaciones de signo para la sucesién de coeficientes de
(x—r)f(x) es por o menos ¥ + 1.

Supéngase ahora que f(x) es un polinomio con P raices
positivas 1y, 72, .., 7. Entonces

fx) = (x—12) ... (x— 1) (x— ) g(#).

El resultado acabado de probar implica que si V, es el nimero
de variaciones para g(x), entonces (x—r13)g(x) tiene al me-
nos Vo + 1 variaciones, (x—r7:)[(x—r1)g(x)] al menos
Vi + 2 variaciones, ..., f(x) al menos Vs + P variaciones.
Entonces ¥ = P. Se ha deducido la siguiente:

ReoLa bE DESCARTES DE LOS $16N0s. Sea V el nimero de
variaciones de signo en’la sucesin de coeficientes no nulos
de f(x) y P el numero de raices positivas de f(x). Entonces

V—P
es un nimero par no negativo.

Esta regla establece que no puede haber ms raices positi-
vas que variaciones de signo. Se obtiene un resultado preciso so-
lamente cuando ¥ =1, y, por consiguiente, P =1, o bien
cuando ¥ =0 y entonces P = 0, Puede aplicarse a f(—x)
para estimar el ntimero de rafces negativas de f(x).

EJERCICIOS ORALES

Usar la regla de Descartes para calcular el ntmero de raices po-
sitivas y negativas de los polinomios siguientes:

(a) 32—2x'—ar—1 (c) 2 +3x 45246
(6) 25"+ 45" — 35" —2x (d) 6x"—5x—1
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(e) 56+ 64—t — 32 + 26 —1
A4S — 2+ 1
#9286t — 320 —1
2 —92 + 8" — 72 + B2 + 1
A2l
Lttt x—1

8. El teorema de Sturm (CURSO COMPLETO). Se designa-
r con fo a un polinomio dado f(x) y con f, a su derivada
f(x). Aplicando el algoritmo de la divisién se tiene

fo=aqfi—fa
Obsérvese que el residuo se ha designado con —fs. El signo
menos es importante.

Dividase f, entre f, obteniendo f, = qsf2 — fs. Nuevamente
se ha definido fo == fs(x) como el negativo del polinomio resi-
duo. Se contintian estas divisiones, teniendo, en general,

fir=giafia—fi,
y €l proceso termina tuando se llega a
fie=qeafra—fi, fa=aqfs
Realmente sélo se trata de una ligera modificacién del algo-
ritmo para el m.c.d. del capitulo IV, y fo = fi(x) es un mil-
tiplo constante del m.c.d. de f(x) y f'(x). Los polinomios de
la sucesién,
fh=f(x), h=f), k=L, ..,
fr=1i(x),
se llaman funciones de Sturm. El procedimiento de multiplicar
una funcién fi(x), en un paso, por un nimero positivo (para
evitar fracciones) conducirs a una coleccién de funciones que
difieren de las originales solamente por factores constantes
positivos. Estas funciones de Sturm modificadas se podrén
también usar.
Si a es un nimero real arbitrario, se puede calcular la
sucesién fo(a), f1(a), ., f1(a) de ntmeros reales y contar
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el nimero de variaciones de signo de los miembros no nulos
de esta sucesion, Sea V(a) este nimero. Entonces se tiene el
siguiente:

Teorema de Sturm. Sean a y b nimeros reales tales que
£(a) %0, (b) 50 ya < b. Entonces V(a) — V(b) es el nii-
mero de raices reales distintas entre a y b.

Este teorema establece que si a es menor que b, el entero
V(a) es mayor que o igual a V' (b). Cuando {(x) tiene raices
‘miltiples, este calculo las ignora. Si f;(x) no es una constante
(hay raices miltiples) se puede dividir f(x) por fi(x) obte-
niendo un polinomio que puede estudiarse con el teorema de
Sturm. Por esto se restringirén los ejercicios al caso en que
f(x) no tiene raices maltiples y, por lo tanto, f(x) = % 1.

No se intentars aqui dar una demostracién del teorema
de Sturm.

Ejemplo ilustrativo

Aislar lu raices reales de x'— 24" + 163 + 12 = 0 usando el

teorema de
Solucién

F6) = 4@ —48x + 16 = 4(#*— 126+ 4), fi=

Se arreglan los célculos como ..,..

Rr—1 |e+
—1| & — x—15*
P —a | — 2 —
49 —2x
—2—4
—2e+1

Las funciones de Sturm son
fo= &' — 242 + 165 + 12,

h=1
Usando e teorema 7 se calculan los signos en una cota superior y una
inferior, siendo éstos + — + — + en Ly + + + + + en U,
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Por consiguiente, ¢l polinomio tiene 4 rafces reales. Los signos en
x=0son + + — — + y V(0) = 2. Por lo tanto, hay dos raices
positivas y dos negativas. Se completa el trabajo anotando los resul-
tados en una tabla:

L 0 U 1 2 4 5
HE F F * = — +
l— + + =
W+ — 4 —

Bl— - + +
I )| .
vie 2 o0 2

Obsérvese que f(x) = 0 tiene un nimero impar de raices reales entre
1y 2y asi no es necesario calcular fi, fs, fo, fu en x = 2, pero si saber
que hay una raiz real en el intervalo 1 < x < 2. También

f(x) = #(x—24) + 16 +12<0

para x =3, 4, y trivialmente positivo para x =5, f(x) <0 para
#=—1,-2,23,_4yf(—5)=25—60+12<0,

(—6) = 36-12—16-6 + 12> 0.
Porlo tanto 1 < n<2,4Kn<5 —1<n<0, —6< < —5.

EJERCICIOS
Aislar las raices reales de las ecuaciones siguientes usando el teo-
rema de Sturm:

(i) #4387 —3—3=0
(i) 2 —4x+1=0

(n)
! (o)

(h) x—24"+84x—13=0 (p)
9. El método de Homer. Las raices irracionales de un
polinomio f(x) = 0 pueden calcularse, con tantas cifras deci-
como se quiera de aproximacién, utilizando varios mé-
todos. En todos ellos primero deben aislarse las raices. Se puede
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suponer que la raiz 7 ue se va a estudiar es positiva, pues
de no serlo bastaria reemplazar f(x) por (—1)*f(—x).

Supéngase que se ha encontrado un intervalo a < x < b
en el cual hay una y solamente una raiz real r de f(x). Supén-
gase también que 7 es una raiz simple, y, por lo tanto, f(a) y
f(5) tienen signos contrarios. Finalmente supéngase que b — a
=1, y, por esto, que r'esti en el intervalo a < r < a+ L.

En el método de Horner se disminuyen las raices en a de
tal manera que el polinomio obtenido

2(x) = box* = by + ... + b,

tenga una raiz s = 7 — a entre 0 y 1. Obsérvese que b, = f(a)
¥ que un valor x = ¢ + a cercano a r es menor que la raiz r
solamente si g(c) tiene €l mismo signo que b,.

En los casos usuales, a es un entero, la parte entera de la
raiz 7. Para calcular ¢l primer digito después del punto deci-
mal se escril

8(x) = ba-a¥® + box + go(%),
en donde go(x) = box" + by + ... + bpax® + ba. Sises
un néimero pequefio, el valor de go(s) estard entre los dos va-
lores go(0) = bay

2o(1) = bo + by + ...+ bas + ba = by
Entonces s estar4 entre una rafz s, de la ecuacién de segundo
grado bupx? + byt + by = 0 y una raiz s, de
baax® + bayx + by =0,
Se resuelven estas ecuaciones, obteniendo un entero ‘d = 0,
1,2,..., 9 tal que d/10 es el primer digito de 5.
Después se disminuyen las raices de g(x) en d/10 obte-

niendo una ecuacién

h(x) =cox" + ... + caax + G
El signo de ¢y serd el mismo que el de b [pero no necesaria-
mente igual al del término a, del polinomio original f(x)] si
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a+d/10=r. Asi se registraré una sobrestimacién de d en
este punto, Una subestimacién dard una raiz aproximada
£> Yo de h(x) =0.

Si se ha determinado correctamente d, la ecuacién h ()
= 0 tendré una raiz ¢ entre 0 y 3;o. Las potencias 2, £5,. . .,
t* son néimeros reales pequeios y ¢ estard generalmente entre
dos nimeros

en donde

e = co(Yho)* + ea(Yho) "+ .+ cua(Yio)? + Ga
Ademss, la diferencia |t: — ;| sers pequeiia y se podré deter-
minar un digito ¢ tal que
=a+d/10 + ¢/100
con dos cifras decimales,

El proceso de disminuir las raices puede continuar en to-
dos los casos en que, desptiés de varios pasos, este proceso de
encerrar la raiz entre las raices de dos ecuaciones lineales sea
valido y dé varios digitos en lugar de uno. Se ilustrard en
seguida este hecho.

Ejemplos ilustrativos

I Calcular la rafz real positiva de #* — 6x — 1 = 0 haciendo tres
transformaciones.
Solucién
La ecuacién tiene una raiz positiva y ninguna raiz racional. Ade-
més f(2) = —5, f(3) = 8, de donde, 2< 7 < 3.
14+0—6—1]2 £(x) =2+ 65+ 6x—5
24 67+ 65—5=0
= —6 + V36 + 120
12
_ —6+ V156

12
12<V15%6<13, 04=05
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1460+ 500—11.000[0.9

h(x) = & + 8.75'+ 18.23s — 0911
0911

.9 + 11.
09+ 7.02 —— =0
78+ 1823 182

09
1+87
14 8.70 + 18.2300— 0.911000[0.0¢

0.04 + 0.3496 — 0.743184
874 + 185796 —0.167816
004 + 03512 k(x) = &'+ 8.82¢" + 18.9308x — 0.167816
878 + 18.9308 L
0.04 18.9308

14882 0.166933 _

9488,
—(1.9488) aproximadamente

EJERCICIOS

1. Usar el método de Homer para encontrar todas las rafces
reales de las ecuaciones siguientes. Higanse a lo sumo tres transforma-
ciones para obtener cuatro cifras decimales en todos los casos.

(a) #=2 (h) #—2:—6=0

(b) #= i) z:‘—sr‘__ﬂ f

(c) (i)-x'+9:~6n
(d)
(e)
)

(@)

(k) #+3x+6

s
0 () #+9%+2=0

(m) #—x
(n)

Resp.: 1.8637.
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2. Usar el método de Horner para encontrar todas las raices rea-
les de las siguicntes ecuaciones, efectuando dos transformaciones:

(d) x+2:~x+l—-0 —_

10. Otros métodos (curso compLero). La derivada de
f(x) es un polinomio f”(x). Supéngase que sc ha aislado una
raiz real simple r de f(x) en un intervalo a < x = b y que el
signo de f”(x) es el mismo en todo el intervalo, Entonces o
bien f(a) o f(b) tendr4 el mismo signo que f(x) en el inter-
valo, Sea ¢ este nimero. Puede demostrarse que

es més cercano a r que g. Después de calcular c, se hace un
segundo célculo y se determina un niimero

i)

f(e)

que estard més cerca de 7 que ¢. Este método puede continuar-

C a=c—

e

100

Fio. 9

se tanto como se quiera, Este procedimiento para aproximar
7 se conoce como el método de Newton.

Otro método para calcular r es el Hamado método de in-
terpolacisn. Con la teoria de los tridngulos semejantes y la
figura 9 se demuestra que
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af(b) — bf(a)

f(8) —f(a)

Adembs, en el caso descrito para el método de Newton, d estd
mis cerca de  que a o b, pues, en efecto, puede demostrarse
que si se caleula ¢ como antes, entonces 7 est entre ¢ y d. De
los tres métodos analizados, ¢l método de interpolacién es
el que requiere menos teoria, pero los cilculos no son simples.
Por ello no se dan cjercicios especiales sobre este método y
el método de Newton. Si se desean ejercicios, pueden tomarse
los del articulo 8,

d

Ejemplos ilustrativos
1. Con el método de Newton aproximar la raz real positiva de

A br—1=0.
Solucién
La rafz esté entre 2 y 3. Ademés f'(x) = 3x*—6,
f(x) =6x>0
para 2= x < 3. Pero f(2) = —5, /(3) = 8, , por lo tanto, g = 3.

Entonces

127
=2
27

2,55, aproximadamente.

Solucién 2 i
En esta solucién se disminuyen las raices en cada caso, pero se usa
el método de Newton.
1+0— 6—13

o 949 #4924 20+ 8

34 S48 32+ 18x + 21

3+18

v =020 _—8__ .
g 21 :
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1+ 9.0 + 21.00 + 8.000|—0.3
—03— 261 + 5517
87 + 1839 + 2.483 h(x) =2 + 8.1 + 15.87x + 2483

—03— 252 hO) _—2483
9»; + 1587 W) 1587
1F81 Resp.: 1= 3—03—0.15=2.55.

IL. Con el método de interpolacién, calcular la rafz positiva de
F—br—1=0,
Solucién
1(2) = —5, {(3) = 8 y, por lo tanto,
3(2) —2/(3)
12)—1(3)

En el siguiente paso se calcula

Es conveniente hacer estos cilculos solamente con una mAquina calcu-
ladora. Si en lugar Ue esto se disminuyen en 2 las raices, se obtiene
glx) = £+ 62 + 62 —5,

0,b=1y

8(0)
2(0) —g(1) 13
es necesariamente el mismo valor que se obtuvo antes. Ni el valor 0.3
ni el de 0.4 son tan buenos como el de 0.5 obtenido con el método
de Horner. Se seguiré el proceso, pero usando el valor 0.5. Restando
0.5 a las raices, se obtiene

h(x) = = + 7.5¢ + 12755 —0.375,

¥ Ia siguiente aproximacién de acuerdo con el método de interpola-
cién es

y entonces g(1) = 8,

0.37*

0.1h(0) _ 00875
RO)—A(1) 1351
que, en este cjemplo, es menos bueno que el valor correspondiente
obtenido, en el mismo paso, con el método de Homner.
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11. El concepto de funcién. Se concluiré este capitulo
con un estudio del concepto matemtico de funcisn. El prin-
cipio de esta idea ya se ha usado en el proceso de aislar las
raices de una ecuacién f(x) = 0 mediante el uso de una tabla
que consta de valores x = a y sus correspondientes valores
H(a).

Se define una variable como un simbolo junto con un con-
junto de objetos que se llamar su dominio. Si el dominio
consta de un solo objeto, al simbolo se le llamaré una cons-
tante.

El concepto de funcién comprende dos variables y una
correspondencia. Se da la siguiente:

Definicién. Sean x y y dos variables relacionadas de tal
forma que a cada elemento del dominio de x le corresponde
uno o mds elementos del dominio de y. Entonces y se llama una
funcién de x.

El papel que juega Ia variable y en la propiedad de rela-
cién es distinto del jugado por x. Se acostumbra llamar a x
la variable i y ay la variable dependi

Si a cada elemento del dominio de la variable x le corres-
ponde exactamente un elemento del dominio de , se dice que y
es una funcién univoca o univalente de x. En todos los casos
restantes se dice que y es una funcién multivalente de x. Mu- .
chas de las funciones que el estudiante se encuentra en la
geometrfa analitica son multivalentes, y en la trigonometria
se encuentran funciones con una infinidad de valores o infini-
tamente valuadas.

Se indicaré que y s una funcién de x escribiendo y = f(x).
Desde luego se usan también otras letras en lugar de f o de
xyy.

Si en una funcién univalente y = f(x) se sustituye x por
un elemento a del dominio de #, al correspondiente elemento
del dominio de la y se le denota con f(a) y se le llama valor
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de f(x) para x = a. Estc es el origen del lenguaje ya usado
para los valores f(a) de los polinomios f(x) en x = a.

Esta definicion de funcién puede extenderse a funciones
2= f(%, ) de dos variables independientes x, y o, més gene-
ralmente, a funciones de n variables. Sean x, %a, .. . , ¥ varia-
bles independientes y y una variable. Supéngase que a cada
coleccién ay, a, ..., dn de elementos, a, del dominio de x,
a; del de x3,. ... , @ del de X, le corresponden uno o mis ele-
mentos f(a, .- - ,a) del dominio de y. Entonces a la variable
dependiente  se le llama una funcién de %, %,..., % y s
dice que y es una funcién univalente o univoca de x4, %, . -,
o si cada f(ay, az..., @) es Gnica,

El concepto que se acaba de describir es de capital impor-
tancia en todas las matemiticas. Se recomienda al estudiante
y al instructor que se hagan ilustraciones de este concepto tan-
to de la vida ordinaria como de las matemticas.

12. Operaciones con funciones. Los simbolos , a, b, ¢,
i,j,. .. del capitulo I eran variables cuyo dominio comiin era el
conjunto de todos los niimeros naturales. Todas las variables
del capitulo II tenfan como dominio el conjunto de todos los
néimeros enteros, y los dominios del capitulo III eran otros
sistemas numéricos.

El dominio de una variable no debe ser necesariamente un
sistema numérico. Sin embargo, la mayor parte de las varia-
bles consi enlas ati tienen como
dominios subconjuntos del sistema de los ntmeros complejos.
Se limitaré ahora la atencién a tales variables.

Si y=f(x) y 2= g(x) son dos funciones de la misma
variable #, su suma y + z = h(z) = {(x) + g(x) es aquella
funcién cuyos valores h(a) estén definidos por

h(a) =f(a) +g(a)
para toda a del dominio de ». Anélogamente se definen la
diferencia f(x) —g(x) y el producto f(x)g(x) de funciones.
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El cociente

=)

g(®)
es una funcién definida solamente para aquellos nimeros a
del dominio de x tales que g(a) es distinto de cero.

Obsérvese ahora que todo polinomio f(x) define una fun-
cién y = f(x) en donde el dominio de x y el de y son subcon-
juntos del sistema de los nimeros complejos. Si g(x) es un
polinomio y z = g{x) es la funcién correspondiente, entonces
la suma formal del polinomio f(x) + g(x) definida en el
capitulo TV determina la funcién suma y + z. De manera an-
loga, y— y yz estén respectivamente definidos por la dife-
rencia y el producto de los polinomios correspondientes. La
funcién definida por su cociente formal es la funcién cociente
acabada de definir, y el término funcion racional, que ya se
ha usado para el cociente formal, tiene su origen en el con-
cepto de funcién.

Funcién cero es aquella cuyos valores son todos cero. Si
f(x) y g(x) son dos funciones con los mismor Jominios para
xy , se dice que f(x) y g(x) son idénticas, y st escribe

15 =e(®
(léase “f de x es idénticamente igual a g de ") si es cierto
que f(a) y £(a) son los mismos elementos del dominio de y
para toda x del dominio de x. Entonces f(x) =g(x) si y sélo
si f(x) —g(x) es la funcién cero, esto es, f(x) —g(x) =0.
Esto es lo que inspira la definicion que se ha dado de igualdad
entre polinomios. Por esto mismo se consideraron iguales aque-
llos polinomios cuyos coeficientes eran todos cero y también
por esto se usb la motacién f(x) =g(x) para polinomios

Las funciones definidas por polinomios y funciones racio-
nales son funciones definidas con una férmula algebraica. En
el articulo siguiente se darin més ejemplos. En el capitulo
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VIII se definirén las funciones de la trigonometria por un
procedimiento geométrico que incluye la medida angular y
el uso de sistemas de coordenadas.

13. Las ecuaciones de una curva. Si los dominios de la
variable i iente x y la variable iente y = f(x)
son subconjuntos del sistema de los ntmeros reales, se dice
que y es una funcién real de una variable real x. Entonces se
tiene la correspondiente grdfica de la funcién usando un sis-
tema de coordenadas en el plano, Esta consta del conjunto
de puntos P cuyas coordenadas x = a y y = b son tales que

= f(a). Una gréfica puede ser una recta, una circunferen-
cia u otra forma geométrica que pertenczca a la familia de
lo que los mateméticos llaman curvas.

Sea C una curva definida geométricamente, Por ejemplo,
una circunferencia es una curva plana cuyos puntos estin
a una distancia fija r de un punto fijo llamado centro. Supén-
gase también que se tiene un polinomio F(x, ) con coefi-
cientes reales, Entoncés se dice que la ccuacion

F(x,y) =
es una ecuacién de la curva C si

1. Todo punto de G tiene coordenadas x = a,y = b tales
que F(a, b) =

2. Toda pareja de nimeros reales (a, b) tal qus F(a, b)
= 0 define un punto con coordenadas x = a, y = b que estd
en C

La geometrfa analitica plana consiste en el estudio de aque-
llas curvas cuyas ecuaciones son ecuaciones polinémicas

F(x,y) =0,
y en los dos dltimos articulos del capitulo VIII se volverd
brevemente a este estudio.
Una ecuacién F(x, y) =0 de una curva C define una
funcién y = {(x) cuya grafica es C. Esta funcién esté defini-
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da por la correspondencia que asocia a cada nimero real
x = a las raices reales y = b de la ecuacién
F(a,y) =0

y se llama una funcién algebraica de x. Cuando el grado en
» de F(x, y) es mayor que 1, una ecuacién F(a, y) puede
tener varias raices reales y entonces y serd una funcién mul-
tivalente de x. Por ejemplo, Ia funcién definida por x* + 5
= 1 ¢s una funcién real de una variable real x, cuyo dominio
es el intervalo—1 = x = 1. Cada valor x = a tal que —1
< a < 1 corresponde a dos valores VI—a%, —V1—a dey,

¥, por tanto, a dos puntos en el circulo.



CAPITULO VIII

'VECTORES LN EL PLANO (CURSO COMPLETO)

1. Vectores. En este capitulo se relacionan la teoria al-
gebraica de los vectores y las ecuaciones Jineales con la trigo-
nometria y la geometria analitica. Esta presentacién propor-
ciona un fundamento firme para estas materias relacionadas
entre si, asi como una condensacién del material que es comén
a todas ellas. Se considera todo este capitulo como materia
opcional.

Un vector en el plano es un par de némeros reales (x, y).
Se le puede interpretar geométricamente o bien como el punto

y

A
\
i
1 { 40

.

Fio. 10

P en el plano cuyas coordenadas relativas a un sistema fijo
de coordenadas cartesianas rectangulares son x y %, o bien
como el rayo o segmento rectilineo dirigido OP desde el origen
0 a P. También se pucde interpretar algebraicamente como
¢l némero complejo # + yi. Generalmente aqui se escribird

213
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P=(x,9), y en este caso se empleardn las palabras vector
y punto indistintamente.

Si t es cualquier némero real, el producto £(x, y) del es-
calar ¢ por el vector (%, y) es el vector (x, ty). Se construye
Ia figura 10 en la que OHP, OH,P;, OH,P; son evidentemente
tridngulos recténgulos semejantes. Entonces, si P no esti en
el origen, y P = (%, ), Py = (%, %), P2 = (%3, 92), se usan
Ias propiedades de los tridngulos semejantes para obtener

~_.ﬁ=;‘2o Boroy, =0

x x 5
Resulta que si (x, ) % (0, 0), cada punto de la misma recta
que pasa por O y por (x, y) es un vector {(x, y). Ademés
£=0 o bien £ < 0 segiin que (x, ) esté o no en el mismo
rayo o semirrecta que parte de O y pasa por (%, ).

Reciprocamente, cada vector £(x, y) define un punto so-
bre la recta determinada por O y (, ). Pues si P, = (tx, ty),
los catetos del tridnguld rectingulo OP,Hy y del OPH son

los tridngulos son y los
puntos O, Py Py son colineales.

La norma de un vector (x, ) es el nimero real no nega-
tivo 5 + 5% La longitud de (x, ) es

r=Va+tyrzo.
Un vector de longitud 1 se llama vector unitario.

Todos los vectores unitarios son puntos de un circulo con
centro en el origen y radio 1. Si P es cualquier punto excepto
0, hay dos vectores unitarios precisamente en la recta que
pasa por O y P. Estos son

y P =1U = —rU,. Asi, si se elige cualquier vector unitario
en una recta de O a U, todos los vectores P sobre la recta
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tienen la foima tU en que ¢ es un nimero real. Entonces tU
estd en el mismo rayo o semirrecta desde O hacia U si y sola-
mente si ¢ = 0, y el néimero real no negativo ¢ es la longitud
de

EJERCICIOS ORALES

1. Dar las normas y longitudes de cada uno de los vectores (0, 0),
(2, 0), (0, —2), (3, 4), (1, 1), (5, —12), (6, 8), (3, —3)
(—6, —8), (—10, —24).

2. Dar un vector unitario sobre el mismo rayo que cada uno de
los vectores no nulos del ejercicio oral 1.

3. Dar un vector unitario sobre la misma recta pero no en €l
mismo rayo que cada vector no cero del ejercicio oral 1.

4. Expresar cada vector no nulo del ejercicio oral 1 en la forma
() donde 1 >0y (5, 8) < un vector uitario

¢Qué vectores en ¢l cjercicio oral 1 son colineales y cusles

estén en el mismo rayo?

2. Suma de vectores. La suma
Pyt Py = (%, 31) + (%2 9)
de dos vectores Py = (x1, 1) y P2 = (%3, 7:) se define como
el vector (x: + x2, ) + 32). En la figura 11, P, y P, son dos
vectores dados. Se completa un paralelogramo trazando una
recta que pase por P, paralelamente a OP, y una recta por P,

Fre. 11
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paralela a OP,. Estas rectas se encuentran en un punto Q, y
luego se demostraré que Q = (x; + %z, 31 + ) = Py + Pa.

El método grifico para construir la suma de dos vectores
se llama la ley del paralelogramo para la suma de vectores. En
el caso del diagrama se ve que los tridngulos OP;H, y P,QR
son iguales, y asi

=2,
OH, + HH,=x + x,
HQ=HR+RQ=HP, +RZ=y+n

La demostracién completa tan sélo requiere la construc-
cién de diagramas adicionales y se omitird,

El vector (0, 0) tiene la propiedad de que

(0,0) + (x,9) = (x9) +(0,0) = (x,9).
A (0, 0) se le llama vector cero. El vector
(—x,—y) =—1(x,9)
tiene la propiedad de que *
(%9) + (—= —) = (0,0)

y asi se le lama el negativo de (x, y) y se designa por
—(%, 9); es un vector de igual longitud y que esté en la mis-
ma recta que pasa por O como (x, y), pero no esti en el
mismo rayo.

La diferencia P, — P; de dos vectores se da por (s, %2)
— (%1, ') = (#2— %1, y2— ). En la figura 11, OS es
paralela a P,Py, y la longitud de OS es la de P;Ps. Entonces
P, =P, +35, de modo que § =P, —Fj. Se deduce que la
distancia no dirigida d entre P; y P; se obtiene por la férmula

(1) d=V(xs—x)*+ (2—n)%

EJERCICIOS ORALES

1. Calcular las coordenadas de P: + P, y Ps— P, para cada uno
de los pares de puntos Py, Py siguientes:
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(a) (2, —1), (5, 3) (d) (1,2), (—4 —10)
(b) (—1,0), (1, 1) Ce) (0, —1), (5, 11)
(e) (—1,—2), (2,2) ) (8,—2), (5, —1)

2. Calcular la longitud de P;P; para cada segmento rectilineo
PP, del ejercicio oral 1.

3. Medida angular. Un dngulo 6 puede definirse por la
rotacién en el plano de una semirrecta o rayo alrededor de su
punto extremo u origen. Luego el rayo empieza su rotacién

Eje polar

Fio. 12

desde la posicién que se llama lado inicial del 4ngulo 8 y la
termina en la posicién llamada lado terminal de dicho dngulo.

Los 4ngulos pueden compararse eligiendo el mismo-rayo
como lado inicial para todos ellos. Designese este rayo o lado
inicial con el nombre de eje polar y su punto extremo con el
de polo. En la figura 12 sc sciala una rotacién contra las ma-
necillas del reloj de 1% de revolucién (rotaciones comple-
tas). Se medirén siempre las rotaciones en el sentido contrario
al de las manecillas del reloj con némeros reales positivos, ¥
las del mismo sentido con néimeros reales negativos, El dngulo
cero es aquel en que no ha habido rotacién. Debe quedar bien
claro ahora que si se toma una revolucién como unidad de
medida se establece una correspondencia biunivoca entre el
sistema de néimeros reales y el conjunto de todos los dngulos.
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No resulta conveniente el uso de la revolucién como uni-
dad de medida, y es costumbre dividirla en 360 partes iguales
llamadas grados. Asi 360° = 1 revolucién, y el 4ngulo de la
figura 12 es de 390°.

La medida angular expresada tomando por unidad una
revolucién se basa en la propiedad de la geometria plana que
establece que un dngulo central tiene por medida el arco de
circunferencia comprendido entre sus lados. El uso de esta
propiedad puede mostrarse algo més explicitamente introdu-
ciendo una nueva unidad de medida definiendo el dngulo de
un radidn, que consiste en el dngulo cuyo arco correspondiente
tiene una longitud igual a la del radio. Como que la circun-
ferencia mide 2r unidades expresadas en radianes, se tienen
las relaciones

1 revolucién = 2 radianes = 360°
entre las citadas clases de unidades. En los articulos proximos
se usaré el radi4n como unidad de medida.

Los 4ngulos de la tabla siguiente se encuentran con fre-
cuencia en los ejercicios de trigonometria.

Revoluciones | Grados | Radisnes
0 0 [)
%2 30 /6
% 45 /4
% /3
% 90 /2
B 180 £

270 3a/2
1 360 2
EJERCICIO

Higase una tabla parecida a la anterior para los ingulos obte-
nidos afiadiendo /2, , $/2, —/2 a cada uno de los cuatro &n-
gulos primeros de la misma.
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4. Coordenadas polares y funciones trigonométricas. La
representacién de un vector como un segmento rectilineo di-
rigido de una longitud dada sugiere la introduccién de un
nuevo tipo de sistema de coordenadas en el plano. Se clige una
unidad de medida asi como un polo O y un eje polar como
se defini6 en el articulo 3. Entonces cada par de ntimeros rea-

y

Iw

Fio. 13

les [r, 6] tal que 7 = 0 define un rayo que es el lado terminal
de un 4ngulo de 8 radianes cuyo lado inicial es el eje polar.
Hay precisamente un punto P en este rayo a una distancia
de r unidades a partir de O, y a [r, 8] le damos el nombre de
coordenadas polares de P.

Reciprocamente, sea P el punto dado. Entonces la distan-
cia r = OP es tinica y se puede elegir 8 de modo que sea un
4ngulo cuyo lado terminal esté en el rayo a partir de O pasan-
do por P. Si r =0, el 4ngulo @ es arbitrario, Por otra parte,

inaci iera de 8 se diferencian por un

los
miltiplo entero de 2x radianes.
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Pueden relacionarse las coordenadas polares con las rec-
tangulares haciendo que el oje polar coincida con el eje posi-
tivo x y que el polo sea el origen. La relacién entre las coor-
denadas en los dos sistemas eavuelve, pues, la introduccién
de las llamadas funciones trigonométricas.

En Ia figura 13 se supone primero que solamente se da 0.
Entonces el lado terminal de § determina un vector unitario
Gnico, U, en . La coordenada , u de U, se llama el coseno
de 0, y la coordenada y, v, se llama seno de 6, y se escribe

u=cosf v=sen8.
Ahora cos 0 y sen 9 son ntimeros reales determinados unfvoca-
mente para cada niimero real 0, y asi quedan definidas dos
funciones trigonomtricas. Estas son funciones reales de una
variable real, 0, definida para todos los valores reales de 6.

Obsérvese que como U es un vector unitario se tiene la

relacion

sentd -+ cos? 0 = 1,
y, de este modo, que —1 = sen § = 1, —1 = cos 0 = 1. Re-
ciprocamente, si ¢ es un nmero real cualquiera tal que —1 =
Z=1, los vectores (g, k) y (h, g) en los que h = VI—g*
son vectores unitarios y g €s el seno de un 4ngulo y el coseno
de otro.

Ahora se pasaré a la mencionada relacién entre las coor-
denadas polares y las rectangulares. Si P s un punto cuyas
coordenadas polares son [7, 8], sus coordenadas rectangulares
(, ) tienen la propiedad de que r = VE T 37 y (#,3) =
#(4, v), de modo que x = ru, y = rv. Esto es lo mismo que

x=rcosf, y=rsend.
Reciprocamente, si se dan x y 3, y (%, %) # (0, 0), los niime-
ros 7y 6 se determinan por las relaciones
@ r=VETy ws0=i: send =g.
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Las razones
senf_y
3) wO= =0
1
saks ~ h
_cosf_x
ctgﬂ—sen.’*?
_ o
oIS e

se llaman tangente, secante, cotangente y cosecante de 0, res-
pectivamente. Nétese que el primer par de estas funciones se
define para todos los néimeros reales 8 exceptuando los mil
tiplos enteros impares de 7/2, por cuanto en los valores lti-
mos cos § =0, sen 6 = =1. El segundo par se define para
todos los ntmeros reales 6, exceptuando los miltiplos enteros
de , ya que en log valores tiltimos sen 8 = 0, y cos § = ==

Se dice que dos 4ngulos son coterminales si tienen los mis-
mos lados inicial y terminal, Entonces estos 4ngulos difieren
entre si por miiltiplos enteros de 2 radianes. Resulta evidente
que tales 4ngulos tienen las mismas funciones trigonométricas,
es decir,

1(8 + 2n7) =f(6)

para todos los enteros n, todos los némeros reales 6, y £(6)
interpretada como sen 0, cos 0, tg 0, ctg d, sec § o csc 0.

Se terminaré este estudio sobre las funciones. trigonomé-
tricas con otra referencia a la figura 13. Sea U = (u, v) un
vector unitario cualquicra de modo que U esté en el lado
terminal de un 4ngulo 8, y supéngase que W = (uo, 26) esté en
el lado terminal de ¢ = 0 + 7/2. Bajesc una perpendicular
desde U al eje x de modo que su pic esté en H. De modo se-
mejante, sea K ¢l pie de la perpendicular trazada desde W
al eje % Entonces los tridngulos recténgulos UOH y KOW



222 'VECTORES EN EL PLANO [Cap. VIII

tienen la misma longitud 1 como hipotenusa y la suma de sus
4ngulos en O es /2. Entonces deben ser tridngulos iguales
¥ wo = v, v, = =tu. Como que el lado terminal de ¢ esti
en el cuadrante siguiente al lado terminal de 0, se ve que u,
y v tienen slg'nos opucslos, ¥ o y u tienen signos iguales. Pue-
den tres y esto para todas
las posiciones posibles del lado terminal de 0. Se sigue que
g =—v, v = u y que

4) = il
( cos(e+2) send scn(5+2

para todos los ntimeros reales 6.

EJERCICIOS

Usense las propiedades de los trifngulos recténgulos para for-
mar la siguiente tabla:

o | wnt | o | ws | et | et | ot
o o 1 0 aee 1

Tl | BB s v o2

PR E| ||| v
LA IR IO RV B I I Ve
3 1 0 | 0 1

2. Extender la tabla anterior a los 4ngulos 6 +7/2, 0+,
0+ 37/2, 0 —m/2 donde 6 = 0, w/2, w/4, w/3.

3. Determinar los valores de aquellas funciones trigonométricas
cuyos valores no se dan explicitamente, 5i

(a) sen0 =%, 0<o<7/2 (d) ctg
(b) seno =4, m/2< o< (e)ctg
(¢) wge b T < O0<3w/2 (f) sec

——'m.w/z<'<zv
%sv/2<:<z'

gs
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% 0< o< 7/2
=%, cos8 <0

(g) csco=1%, w/2<0<7 (i) cos
(h) seno =%, 0<o<m/2 (i) sen
5. Rotacién de ejes. Si se imprime una rotacién a los
ejes de coordenadas en un 4ngulo § como en la figura 14, el
vector unitario (1, 0) recibe una rotacién de un vector unita-

oo

Fio. 14

fio (1, v) donde u = cos 6, v = sen 6. Por la formula (4)
el vector (0, 1) recibe una rotacién (—v, u).

Sea P = (x, y) un punto cualquiera en el plano y consi-
dérense los ejes de rotacion como definiendo un nuevo sistema
de coordenadas en €l que OH = ¥ es Ia nucva abscisa de P
y OK = e Ia nueva ordenada de P. Entonces las coorde-
vadss (x,7) de H son ¥u, ¥v, y las de K son —y/v, . Pero
OHPK cs un rectingulo, y por las leyes del paralelogramos:

P=H+K= (v, #) + (—/o,5u).
Esto da las formulas
x=xu—yy,
® y=xv+yu
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Las formulas (5) se laman férmulas para una rotacién
de ejes. Expresan las coordenadas (x, y) de cualquier punto
en el plano en funcién de sus coordenadas (¥, /) y las coor-
denadas (x, y) del punto unitario en el cje .

Cada punto P = (x, y) define un némero complejo x + i,
y las férmulas (5) son equivalentes a la ecuacién en nimeros
complejos

x+yi= (x + yi) (u+ vi).
Fu—yv+ Fvi + yui.
1, 1a férmula (6) equi-

Por la férmula (6) se tiene x + yi
Como (u + vi) (u— vi) = u* + v
vale también a

(7) ® +¥i= (x4 yi) (a—vi),
y por esto a

X = xu+yv,
® =i,

Estas Gltimas formulas se llaman la forma resuelta de las
f6rmulas de rotacién .(5).

EJERCICIOS ORALES

1. Dar las formulas (5) y (8) sustituyendo u por cos 8 y o por
sen 6.
2. Dar las férmulas (5) y (8) para 0 = /6, w/4, w/3, w/2.
3. Las coordenadas de un vector sobre el eje positivo =’ son
(3, 4) ¢Cuéles son las ecuaciones (5)?
Las coordenadas de un vector en el eje positivo ¥’ son (3, 4).
tCu&lu son las ecuaciones (5)?
5, fean Tuy consclonen de. wasyotasibp w2 %
5
sy .
e o Dar las coordenadas (x', y') de P si sus coordenadas
(%, 9) son
(a) (1,—1) () (—1,0) () (3,4)
(b) (0, 1) (d) (2,3) M (—4,—3).
6. Sean las parejas de niimeros dadas en el ejercicio oral 5 las
coordenadat (', y') de P. Dar las coordenadas de (s, 7).
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6. Férmulas de la adicién y productos escalares o internos.
Cada 4ngulo § determina una rotacién de ejes y un vector
unitario (cos 6, sen §) sobre el eje positivo . Sea el lado
inicial de un segundo 4ngulo ¢ el eje positivo &' y (s, v;) el
vector unitario sobre el lado terminal de ¢. Entonces el dngulo
0+ ¢ tiene el eje positivo x como lado inicial y el lado ter-
minal de ¢ como terminal. Se sigue que u, = cos (6 + ¢),
v =sen (0+¢), y que u’ = cos ¢, v’ =sen ¢. Se em-
plean las férmulas (5) para obtener
© {cos(9+d):cas&cns¢——un0scn¢

sen (6 + ¢) = sen 0 cos ¢ + cos 6 sen ¢.
Estas férmulas se llaman fdrmulas de adicién de la trigonome-
tria. Su estudio y el de sus consecuencias constituyen una parte
demasiado extensa de la trigonometria para exponerlo aqui.

Dos vectores no nulos cualesquiera Py = (x1, 1) y P2 =
(%2, 92) definen los 4ngulos 8 y ¢ como anteriormente, donde
el lado inicial dg 6 es el eje positivo de , el lado terminal de 8
y el inicial de ¢ coinciden con ¢l rayo de O a P, y el lado
terminal de ¢ es el rayo de O a P;. Entonces ¢ se llama dngu-
lo entre los vectores Py y Py. Ahora (%, 31) = 1 (cos 0, sen ),
(2, 32) = 12(ua, 0a) ¥

cos¢ =u, sen¢ =u
Se usan las férmulas (8) con

-
y se obtienen

o mmtam
(10) S Vg Ve T

[P .

Vi + 3 Vi + 92
El producto escalar o interno de dos vectores cualesquiera
(%15 93) ¥ (3, 32) se define como el némero real x%s + y9s.
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Entonces la férmula (10) establece que el coseno del dngulo
entre dos vectores no nulos es su producto escalar dividido en-
tre el producto de sus longitudes.

Si el cos ¢ = 0, entonces ¢ = /2, 6 3= /2, y el rayo que
pasa por P, es perpendicular al que pasa por P;. En este caso
se dice que los vectores son ortogonales, Como ;> 0, 7, > 0,
se ve que dos vectores no nulos (1, %1) y (%1, 72) son ortogo-
nales si y s6lo si su producto escalar

w900 = 0.

Se observa finalmente que si (x, %) es cualquier vector
excepto cero, el vector (—, x) es ortogonal a (x, y). Enton-
ces los vectores

x y —y x
o (v e ves)
V& + 5y Vit Ve ty Ve ty,
son vectores unitarios ortogonales que pueden usarse, respec-
tivamente, como puntos unitarios ¥’ y 5 después de una ro-
tacién de ejes tal que (x, y) esté en el eje positivo &'
EJERCICIOS ORALES

1. Galeular el producto escalar de los pares siguientes de vectores:

(a) (1,1), (2, —1) M 1, —n, 7, 12)
@ Bontn (8 (V3,—), (1, —1)
. 8 L) (4,

@ (5 1, (h) (V2,—V7), (1,0)

2]
(e) (=3, 4), (7, 1)2, 60 (—1,V3), (0, 1)

2. Dar el coseno del 4ngulo entre cada par de vectores en el
ejercicio oral 1.

3. Dar un vector unitario ortogonal a P y un vector unitario
sobre el mismo rayo como P para cada uno de los vectores P =
(1, —1), P= (3, 4), P=(—1, 12), P=(—1, 2), P= (—1,
—V8), P= (V5 1).
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7. La ecuacién binomial. Cada némero complejo no cero
x + yi corresponde a un vector (x, y) = r(u, ), donde u =
x/r = cos 8 y v = y/r = sen 6. Entonces

x4y =r(cos0 + isen0).
Esta se conoce con el nombre de forma polar de un némero
complejo.

Se escribird
(12) &
para la unidad compleja cos 8 + i sen 8 y a 6 se le llama la
amplitud de x + yi. Si x + yi = rei y x, + yi = se'% enton-
ces (x + yi) (% + yui) = rsei%4, Pero la f6rmula (6) implica
que (cos 6 +i sen 8)(cos ¢ + i sen ¢} =cos (6 + ) +
isen (8 + ¢). Esto también resulta por multiplicacién directa
a partir de la formula (9). Puede escribirse
(13) 6% = ¢i(0+9)

y se ve que (x + yi) (¥ + yoi) = rsei®+9). Se han multipli-
cado los valores absolutos r de x + i y s de xo + yoi y s han
sumado sus amplitudes 0 y ¢.

La férmula (13) puede generalizarse para un producto
de cualquier néimero de factores y establecer que la ampli-
tud de un producto de nimeros complejos es la suma de las
amplitudes de sus factores, reducido médulo 2. Entonces si n
€s un entero positivo cualquiera, se tiene
(14) (reif)n = rrgine,

Este resultado se conoce por el teorema de De Moivre.

Si ¢ = a + bi es un nimero complejo cualquiera distinto
de cero y n es un entero positivo, la ecuacién x" = ¢ se llama
una ecuacién binomial. Si se escribe ¢ = ref

V@ F B, los n nimeros
(15) % =37

cos @ + isen 8

0+ (j—1)2r
a,=% (Gi=1...n)
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tienen todos la propiedad de que

= reint = peld42m(i—D)] = e = ¢,

Entonces todos ellos son raices e la ecuacién binomial x* = ¢.
Los 4ngulos 6 + 27(j—1) son coterminales. Por la f6rmu-
a (13)

(16)  w= Ve, r=ewh (j

RESH

La unidad compleja ¢ tiene 2m/n de amplitud y se ve que
cada #; se obtiene trazando un circulo cuyo radio es /7, loca-
lizando el punto en el circulo cuyas coordenadas polares son
[¥/7, 6/n], y dividiendo la circunferencia del circulo en n par-
tes iguales con puntos de divisién, el primero de los cuales es
[¥/7, 6/n).

Se sigue que los n nimeros de la férmula (16) son todos
distintos y son las n rafces de la ecuacién x* = c. Entonces se
puede pasar a la cuestién del significado que tendrd el simbolo
/< donde n > 1 es un entero y ¢ es un niimero complejo cual-
quicra. Definase este simbolo como uno de los ntimeros de la
formula (16) para el que 6 es el minimo 4ngulo no negativo.
Por supuesto, otras definiciones son posibles. Pero hay que
insistir en que han de ser tales que, si ¢ es un nimero real,
positivo, y asi 8 = 0, entonces ¥/ ha de ser positivo. La d
nicién satisface esta condicién puesto que 8/ =0 si §.= 0.
Ahora bien, 1o es cierto que Ve ¥/d =/ed para todo ¢ y
d. Efectivamente, si n = 2 y ¢ = d = —1, las definiciones so-
lamente posibles para. \/" son einf2 o ¢%/2 = —ein2, y en
cualquiera de los dos casos (V—I) (V—I) = —1 mientras
que

V=) () =Vi=1
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EJERCICIOS
1. Usar los valores de las funciones trigonométricas para hallar
7y 0 para los siguientes némeros complejos ¢
(h) c=—4—4i
() e=1+V3
s -: V3
%) c=—V3+i
M) e=—2/3—-2
(m) ¢=4/3—4i
2. Hallar los siguientes productos en la forma polar dando, en
cada caso, 7 y @ del producto:
(a) (1+V3i)(1+i" (e) 4\/‘—2-)’(1—-:)‘
) (—2+2)(3—3%)" () (—2—2)
() (+)™V3+D* () (2V3—2)"
(@) (—l+‘ﬁl) (h) (—VE+1)"—1+i)"
3. Hallar las soluciones en forma polar de #* = ¢ en los casos
siguientes:

8. Ecuaciones de las rectas. Una ecuacién

(a7 ax+byte=

con coeficientes reales se llama ecuacién lineal si (a, b) es un
vector no nulo, Tal ecuacién es una ecuacién de una recta.
Efectivamente, sea (%1, %) cualquier parcja de némeros rea-
les tal que ax; + by, + ¢ = 0y sea L la recta que pasa por
(%1, 3) perpendicular al rayo que partiendo de O pasa
por (a, b) como en la figura 15.Entonces P= (x, y) satisface la
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férmula (17) siy sslosiax + by + ¢ —(ax, + by +¢) =0,
esto es, siy s618 si

(18) a(x—x) +b(y—y) =0.

Pero la férmula (18) se satisface si y sélo si P— P, es ortogo-
nal a (a, b). Esto significa que el rayo de O a P— P, es per-

Fio. 15

pendicular al rayo de O a (a, b) y es paralelo a L; la recta
que pasa por Py P; es paralela a L. Entonces P esté en L.
Esto prueba que la férmula (17) es una ecuacién de L.
La formula (18) envuelve a, b y un punto P = (xi, )
en L. Los nimeros a, b se llaman nimeros direccionales de L.
Si (%, %1) ¥ (%2 72) son dos puntos distintos en L, el
vector diferencia (x; — x1, y: — 3, es ortogonal a

(93—, —x: + 1) (0, 0).
Entonces una ecuacién de la recta L que pasa por P, y P; es
(19)  (ya—3) (x—x) — (e —x) (y—2) =0
es decir, es la ecuacién de Ia recta que pasa por dos puntos
fijos dados fuera del cje de las yes.
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Cualquier punto P en la recta L que pasa por dos puntos
distintos P, y P define un vector P— P, = t(P, — P;). Aqui
t es la razén de las longitudes

(PP

PP,
El niimero ¢ > 0 si y solamente si P est4 en el rayo desde
O que pasa por P, — P,. Higase Py el punto cero de un sis-
tema numérico real en la recta L, el sentido de P a P; positivo
y la distancia de P, a P, la unidad de distancia. Entonces serd
evidente que ¢ es la coordenada de P en este sistema de coor-
denadas sobre L. También

P—Py= (x—x, y—n) = tra—x, 32—n),
esto es,
x= 0t —),
0 {7:;%“(7:-—1'-)-

La férmula (20)_ expresa las coordenadas (x, y) de cual-
quier punto P sobre L en funcién de ¥, ys, %, 2 y la razén
t de la longitud P;P a P.P,. Se llama un par de ecuaciones
paramétricas de la linea L, y ¢ se llama el pardmetro. Nétese
que si 0=t =1 el punto P est4 entre Py y P;. El punto medio
de P,P; es el punto en que ¢ = } de modo que sus coorde-
nadas son

nt g ) =202
@n
2
ntion—n =222

La férmula (17) y sus formas equivalentes (18) y (19) se
refieren abajo como formas no paramétricas de las ecuaciones
de rectas, y se observa que la férmula (19) se obtiene de Ia
(20) escribiendo
(=) (12— ) = t(xa— ) (ya=1)

= (3=n) (m—=n).
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EJERCICIOS

1. Dar las ecuaciones no paramétricas de las rectas que pasan por

(a) (5 6)y (4 —2) (g) (=9, —5)y (—6, —1)
() (53)y(52) () (8,—2)y (—1,—8)
() (5,=3)y(1,—8) () (9,7)y(63)

m (5-=%y (6,2) W (—50y(03)

2. Dar las ecuaciones paramétricas de las rectas del ejercicio 1.

3. Dar las formulas (17) de las rectas L que pasan por Py
() y ortogonales a @ = (a, b) en cada uno de los casos del cjer-
el 1 donde se o P, como cl primer punto y Q como el segundo.

cemplazar cada ecuacién del ejercicio 3 por una ecuacién
:quivaleme en la e (a, b) sea sustituida por un vector unitario
(u, v) = (a/r, b/r).

5. Hallar las coordenadas del punto medio de cada segmento rec-
tilineo PP en que P, cs el primer punto dado en cada parte del
cjercicio 1y P, es el segundo.

6. Hallar las coordenadas de un punto P para P, P: como en ¢l
ejercicio 5 tales que PP/PP. =t donde (a) t=1%; (b)¢="%;
()t ="3%; (d)¢

7. Poner y = 0 en la formula (19) y resolver para x con el fin
de obtener la férmula, usada en el capitulo VIT, para la solucién de
una ecuacién por el método de interpolacién.

9. Secciones cénicas. Una ecuacién cuadratica
(22) F(x,y) =ar + 2bxy+cy +ds+ey+g=0

definida para nimeros reales a, b, ¢, d, , g, tales que a, b, ¢
10 son todos cero se dice que define una seccidn conica. Si se
sustituyen (x, ) por ¥u— v y ¥ + u, respectivamente,
como en la férmula (5), se obticne una nueva ecuacién

(23) ¢(x, 9) =ax* + 28y +p* + 8¢ + ey +{ =0,
enlaquea, B,y,3, ¢, £ son nimeros reales. Esta nueva ecua-
cién es la de la misma curva con respecto al sistema de coor-



Art. 9] SECCIONES CONICAS 233

denadas (¥, /). Se probaré que u = cos 0y » = sen 0 pueden
elegirse de manera que § = 0.

Los términos de segundo grado F(x, y) completan una
forma cuadritica

(24) Q(xy) = ax* + 2bxy + cy*,
y se dice que a + ¢ es la traza de Q(x, y) y ac— b? su deter-
minante. Estos nlimeros determinan una ecuacién
(25) 22— (a+c)z+ac—bi=(z—a)(z—y) =0,
llamada ecuacién caracteristica de Q(, y). Las raices a y y
de esta ecuacién se llaman raices caracteristicas de Q(x, y)
y se ha visto ya que
(26) ay=ac—b, aty=a+te

El discriminante de la ecuacién cuadratica (25) es

(a+ )t 4(ac—b?) = (a—c)? + 4b?

y es positivo. Luego a y y son nimeros reales y distintos. Aho-
ra se demuestra el siguiente:

Teorema. Sea Q(x,y) = ax* + 2bxy + cy? donde b0

y sean a, y las raices caracteristicas de Q(x, y). Entonces la
rotacién de los ejes definida por

b a—a

O e ey T Vet

transforma a Q(x, y) en ax’® + yy".
La primera de las ecuaciones

au+ bo = au
—av+ bu=—y

butco=av
—bv +cu=yu

(28)
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se satisface i la formula (27) s vilida, y ésta puede realmen-
te deducirse de la primera ecuacién si se emplea la forma
equivalente

e

(29) v= b"u, Wwtor=1

La segunda ecuacién es equivalente, en vista de la férmula
(29), a (a—1y)(a—a)u = b*u, que es verdadera puesto
que, por la férmula (26), se tiene
b+ (a—a) (a—vy) = bt +a— (a + )a

+ (ac—b?) =0.

La tercera ecuacién resulta cuando se emplea la férmula
(29) para escribir su formula equivalente (a« — ¢) (a—a)u =
bu'y asi [ — (a—¢)a + (ac— b*)Ju = 0. Efectivamente,
« es una raiz de la ecuacién de la férmula (25).

Finalmente, la cuarta ecuacién es una consecuencia de la
tercera cuando se sustituye u por (a—a/b)v y asi se tiene

e—v)(a—y) — b =[y*—(a +c)y + ac— b =0.

Las ecuaciones primera y segunda de la férmula (28)
pueden multiplicarse respectivamente por u y —v y sumarse
para obtener au? + yo* = a. De manera semejante pueden
usarse las ecuaciones tercera y cuarta para obtener av® +
yu? = ¢. Se multiplica la primera ccuacién por v, la segunda
por u y se suman para obtener

(a—y)uv =b.
Entonces
a¥? + yy=a(xu + w)? + y(—0 + yu)?
=2 (au® + y0?) + 2xy(a—y)uv + y(av? + yu?)
= ax? + 2bxy + oy
Esto prueba el teorema.
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Ejemplos ilustrativos

I. Eliminar ¢l término xy de la ecuacién 22" — 4xy + 55

mediante una rotacién de ejes.
Solucién

Aqui a=2, b= =5 de modo que a+c=
=6y la ecuacién caru:m'tx tica os 2 — Tz + 6= (z—s)(z~1)
Setomaa=1,y=6yla ecuacién («y) es

e =3
Ademés, au + bv = au viene a ser 2u—20 =
u=2y
rw o) =1(2,1), w=2V5  o=1//5

Las ecuaciones de la rotacién son

, de modo que

= Xty
vi VA

11 Eliminar el término xy de 9¢' + 24xy + 16y’ — 5S¢ + 10y +
3= 0 mediante una rotacién de cjes.

Solucién

Aqui a =9, 5= 12, ¢ = 16, de modo que sc resuclve
22524 (9-16—144) =2 —25: =

Asi 2= 0, 25. Témese a = 0 y asi resolver 9u + 120 =0, 3u + 40
=0, u=14, v=—3%. Las ecuaciones para la rotacién son 5x = 4x"
3¢ + 4y, y —Sx+ 10y = —4x' —3y — 62 + 8y

La rotacién de ejes sustituye la ecuacién por
25" —10¢ + 5 +3=10.

EJERCICIOS
Eliminar el término xy e cada una de las ccuaciones siguientes
‘mediante una rotacién de ejes:
(&) 4xy—16=0
Resp: s*—y*=8;4 =0 =1/V2.
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(b) 82+ 4xy—24y' =5
() #+2+y—3
Resp.: 2" =3, u
(d) 165 —24xy + 9
() ¥—105y+y=5
Resp.: 1227 — my' =5, u=--5/\/196, » = 11/\/146.
(f) 25¢ + 120xy + lMy' =1
(8) 42+ 40+ 4=

(h) 52— 20xy + 205
(i) £+ 129+ y

5" =8, u=

() 25¢ + 30sy + 9% + 20x + 6y + 1
(k) #—4xy+ 47 +6x+3—9=0

Resp.: 5" —3V5y' =9, u = —1/V/3, v = 2/1/5.
(1) 275 —36xy + 12 —20x + 9y = 16
(m) f+xmy+y+3—4=0

Resp: 3x"—y* —3V2(x' —y) =8, u=v=1/\/2.
(n) 2€+ 127+ 18" =0
(0) 5¥'—6xy + 5y'e— 10x — 10y — 15

Resp.: 2" + 8y* + 5V 2 = 15,
(p) 4¢+ 120y + 9" —2¢ 1
(g) 4xy—3y" +6x + 4y
(1) 112 —24xy + 4 — 62— 8y =
(s) 42+ 125y + 205" + 105 —8y = 6
(1) 58+ 6xy—3y +6x+2=1
(u) 5¢—12cy + 10y +x—y =4
(v) 58+ 8xy+5 +2+3y=5
(w) 7+ 8y—8y + 9x—6y =11
(x) 42+ 24xy—3y + Bx + By = 10
(7) 7% + 6xy—y* — 76x — 60y — 100
(2) ns:’+96x;+05y’+losqx+7w—xsoa_o




CAPITULO IX

MATRICES, DETERMINANTES Y SISTEMAS

1. Sistemas de ecuaciones. Sea f(xi, .., %) una funcién
compleja de n variables complejas i, ..., %». Entonces se ha
visto que a cada sucesién de néimeros complejos ¢y, . .., ¢ le

corresponde un valor de la funcién, designado con f(c, ...,
¢a) y llamado el valor de f(xy,...,%) en x1 = ¢y, %2 =
C1yev.y%n = Cn. Se dice que (cy,...,cn) €s una solucidn de
1a ecuacién condicional f(x, . .., xs) = 0 si el valor f(cy, ...,
¢a) s cero,

Un conjunto dé ecuaciones condicionales

filxay s %)

) [T

(%1505 %n)
definidas por m funciones en n variables se llama un sistema
de ecuaciones, Un sistema de ecuaciones (1) pregunta: ¢Cus-
les son las sucesiones de némeros (cs, . .- , ¢a) que son simul-
tdneamente solucién de todas las m ecuaciones?

Si las funciones fy, fi,.. ., fm de la férmula (1) son fun-
ciones definidas por polinomios lineales en x,,..., %, a la
f6rmula (1) se le llama un sistema lineal. La teoria de los
determinantes da un procedimiento para la solucién de sistemas
lineales y se estudiard en este capitulo. La teoria de las ma-
trices, de Ia cual la teoria de los determinantes es una parte,

287



238 MATRICES [Cap. IX.

también tiene su origen en el estudio de sistemas lineales y
se tratarn también algunos puntos de esta teoria,

Se empezaré con una generalizacién del concepto de vec-
tor. Un vector de dimensidn n es una sucesion a = (a, .. ., an
de n nimeros llamados los clementos de a. Un vector puede
interpretarse como una sucesién de coordenadas de un punto
en un espacio geométrico de dimensién n, o bien como una
sucesién de coeficientes de una ecuacién lineal

axy taxs + ...+ awxa =k,

©o también como una sucesién de valores x, = ay,..., %» = an
de n variables. El presente estudio algebraico no usaré estas
interpretaciones sino que sélo trataré los vectores simplemente
como sucesiones.

La suma a + B de dos vectores a = (a,...,a,) y B =
(b1y- .-, ba) es el vector
(2 atf=(atby,artby... .00+ b),
obtenido al sumar los elementos correspondientes. El vector
cero es el vector (0, 0,...,0) y se designara simplemente con
el simbolo 0. Este tiene la propiedad

at0=0+ta=a

para todo vector a. El negativo —a de un vector a = (ay, ...,
a,) es el vector que tiene la propiedad de que a + (—a) = 0.
ASl —a = (—as,...,—a4). La diferencia a—f se define
como @+ (—B) y es (a1—bi,...,as—ba). Se puede de-
mostrar que la suma de vectores es conmutativa y asociativa.
Se deja la extensién del sentido de esta afirmacién al lector,
asf como la comprobacién.

El producto da de un vector a por un némero llamado un
escalar d es por definicién

da= (day,...,dan).
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A una suma diay + dsas + ... + duam de productos dia
de escalares d; por vectores a; se le llama una combinacidn
lineal de a, ..., am.

EJERCICIOS ORALES

1. Seana = (3,—5,4,2), B = (—6, 2, —3, —1). Calctlense:

(a) at+p (c) 3a+28 () 4a+B

(b) a—p (d) 2a—38 ) a—4p

2. Seana = (2,—3, 1), = (1,2,—2),y = (3, —1,4). Cal-
ctlense las combinaciones lineales:

(a) a+B+vy (c) 3a—28+y (o) 2atp)—3y

(6) 2a—p—y (d) 2a—38+7y (f) 3(2a+pB)—4y

2. Matrices rectangulares. Una matriz es una coleccién
de niimeros colocados en forma rectangular, como en el si-
guiente ejemplo:

—3 1 -5 —1 6

—1 2 6 -2 0

& 2 0 1 1 6
4 3 1 -3 2

Aqui los néimeros son los coeficientes de s, &1, %, %4, %, del
siguiente sistema de cuatro ecuaciones lineales en cinco va-
riables:
B+ x—Sr— m +bx =1
— 1+ 20+ 6xy— 2, 3
25, + mt xt+6x
45, + 3 + 23— 32, + 2%,

Esta se dice que es una matriz de 4 por 5.

Las sucesiones horizontales de niimeros de una matriz son
vectores llamados renglones. Las sucesiones verticales son vec-
tores llamados columnas. En el ejemplo mencionado, el tercer
renglénde A es (201 16) y
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=1
—
1
-3
es la cuarta columna.

Se acostumbra llamar a los renglones de A los vectores-
renglén y a las columnas, los vectores-columna. Més adelante
se sumardn renglones (columnas) de A con otros renglones

y se multiplicarén renglones por nii-
meros. Obsérvese que no es necesario separar con comas los
elementos de una sucesién formada por una columna, Tam-
bién se acostumbra omitir las comas en los renglones de una
matriz y por esto desde ahora se omitiran las comas en todos
los vectores.

Una matriz con m renglones y n columnas se llama una
matriz de m por n. Los vectores-renglén son matrices de n
por 1, y un vector formado con una columna es una matriz
de m por 1. .

Los nfimeros que hay en una matriz se llaman los elemen-
tos de la matriz. Si todos los elementos de una matriz 4 son
cero, se dira que ésta es la matriz cero y se escribird 4 =0
cualquiera que sea el nimero de renglones y columnas de A.
Se diré también que dos matrices 4 y B son iguales y se escri-
bird A = B si las dos son matrices del mismo tamafio m por n
y los elementos colocados en los lugares correspondientes son

La posicién de un elemento en una matriz es por lo menos
tan importante como su valor. La posicién de un elemento
se describe indicando el renglén y la columna en que se en-
cuentra. Por ejemplo, en la matriz antes mencionada el ni-
mero 3 esté en el cuarto renglén y en la segunda columna. Es
conveniente, por tanto, introducir una notacién para el ele-
mento general de cualquier matriz. Este es el simbolo

5.
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El primer indice, i, indica el renglén; su valor es el nimero del
renglén A en el cual ai; se encuentra. El segundo fndice, j,
indica la columna en donde se encuentra ai;. Cuando 4 es
una matriz m por n, los valores de i varfan de 1 a m y los de
jdelan

En la matriz de arriba, a; = 3, 0 = 4y =

@2 = a5 = @y = a = 1,
@ = —1, @13 = —5, @15 =6, etc. El tercer renglén de la
matriz consta de todos los elementos cuyo primer indice es
tres, que son, en este caso,
@3, @sa, Gss, sy G-
El lector puede mencionar sus valores, asi como, por ejemplo,

la notacién y los valores de los elementos de la cuarta columna.
usard ahora la notacién

an G ... Gin

(3)

para una matriz arbitraria 4 de m por n. Se usard también
Ia notacién

(4) A= (ay) (=1...,mj=

n)
EJERCICIOS ORALES

1. La matriz mencionada al principio de este articulo es de 4
por 5. Digase cmo son las siguientes matrices:

(a) @ (1 3 —5 6 2
3 2
@ (3 3

o371 3)
()4—2 3 -3

ks
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) 2

omomom

2. Digase cunto valen los elementos s, ax, au, dis, 4z en las ma-
trices del ejercicio oral 1, siempre que exista la columna.

S. ;Cuiles son los primeros renglones de las matrices del ejerci-
cio oral 12

4. ;Cusles son los terceros rengloncs y las segundas columnas de
aquellas matrices del mismo ejercicio (siempre que existan)?

5. ¢Qué tipo de matriz es un renglén de una matriz de m X n?
&Y una columna? ¢Y un elemento?

3. Transformaciones elementales. Se tratard ahora de
varios procedimientos para alterar una matriz 4, llamados
transformaciones elementales en A. Estos tienen su origen en
el estudio de los sistemas lineales de ecuaciones cuando éstas
se intercambian, se suman o se multiplican por un némero.

Hay tres tipos de transformaciones elementales en los ren-
glones de una matriz y tres tipos correspondientes para las
columnas. El primer tipo es el intercambio .z dos renglones
o el intercambio de dos columnas. Con una sucesién de tales
transformaciones se puede lograr cualquier permutacién de los
renglones y de las columnas de una matriz.

El segundo tipo es el de sumar a un renglén (columna)
un miltiplo numérico arbitrario de otro renglén (columna). El
Gltimo tipo es la multiplicacién de un renglén (columna)
por cualquier nimero distinto dé cero. Obsérvese que todas
las transformaciones son reversibles,

El resultado de aplicar un niumero finito de transformacio-
nes elementales a una matriz 4 de m por n es otra matriz B
de m por n. Entonces se dir4 que 4 y B son matrices equiva-
lentes y se escribiré A e B.

Obsérvese que A o B no quiere decir que sean iguales.
Significa simplemente que estén relacionadas en la forma que
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se ha descrito anteriormente y no debe tratarse de leer otra
cosa en esta definicién.

Ejemplos ilustrativos

L. Hallar una matriz B obtenida de
—4 4 2
0 —8

agregando al primer renglén el segundo més el doble del tercero.

Solucién

El nuevo primer renglén seré

(5 — 4 2)+(—2 0. —8 5)
+(—2 4 4 —6)=(1 001

1 0 o0 1
B=(—2 0 -8 5)
2 2

Asi,

IL Restando a ciertas columnas méltiplos de otras columnas de
4 obténgase una matriz B = 4 tal que en el primer renglén figure un
solo elemento distinto de cero.

Solucién

Sean c, ¢, ¢, ¢ las columnas de A. Se forma ¢, — 2¢,, ¢ + 26,
@—2cu y después co— 2(c— 2c.) para obtener

1 0 0 2 1 0o 0 0
Ax=(—12 10 —18 5); —12 10. —18 29}
5 —¢ 8 —3, 5 —4 8 —I3,

EJERCICIOS

1. Sean n,, 1, 1, los tres renglones de

1 —2 0 1
A=( 0 —2)-
4 0
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Digase la matriz B obtenida al

(a) Sumar2n+nan
(b) Sumarn+man

(c) Sumar n—2nan
(d) Restar 3ri+ raden
(e) Restar n—2n de n

2. Sean ¢, ¢, ¢, ¢4 las columnas de la matriz 4 de arriba. Diga-
se la matriz B obtenida al

(a) Sumar s+ at 260 a
(b) Sumar +et+eaa
(c) Sumar 26+ atcaa
(d) Restar 2c; decy

(¢) Restar 26+ oy de

(f) Restar c,— 3¢ de es

3. Simplificar el primer renglén de cada una de las matrices s
guientes por ¢l procedimiento usado en el cjemplo ilustrativo II.

2 —1 4 d) (1 —2 3 4
@ (1 n) @ (5 —1 2 5)
- (e) 1

b, —1 5 -1
) s 4
3 1
4 0] 1
© 3 —
-1
1

4. Simplificar ¢l segundo renglén de cada una de las matrices
del ejercicio 3 por un procedimiento anélogo.

5. Simplificar Ia primera columna de cada una de las matrices
del ejercicio 3 usando transformaciones de renglones.

6. Simplificar las segundas columnas usando transformaciones de
renglones.

o oo
N—

—1
1

—1

wwmo
reml

G Gomn 0
»
[2FS

4. Matriccs especiales. Los clementos ay de una matriz
A= (ai;) se llaman los elementos diagonales de 4, y los ele-
mentos ai; con i 5 j, clementos no diagonales. La coleccion
411, @sa, - - ., de elementos diagonales de A se llama la diagonal
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de A. Entonces se dice que los elementos ayy con j > i estén
arriba de la diagonal de A y los elementos ay; con j < i estin
debajo de la diagonal. Se dice que A tiene forma triangular
si todos los elementos de debajo de la diagonal de 4, o todo.
los clementos de arriba de la misma, son ceros. Por ejempl,
las matrices

2 0 0 0 2 1
3 4 0 o) 0 4
-1 2 3 0 o 0
2 0 0 0 0 0
5 3 0), o 1 0)
6 1 0 o 0 2

tienen forma triangular.

Se dice que una matriz 4 es cuadrada si tiene el mismo
néimero de renglones que de columnas, es decir, es una matriz
A de n por n. Se habla de estas matrices como de matrices cua-
dradas de orden n.

Una matriz cuadrada de forma triangular se llama matriz
triangular. Si los elementos no diagonales de una matriz cua.
drada 4 = (ai;) son todos nulos, se dice que A es una matriz
diagonal y se escribe 4 = diag {dy, ..., dn), en donde d; =
ay; es el elemento diagonal i de 4. Una matriz escalar es una
matriz diagonal cuyos elementos diagonales son todos iguales.
Por ejemplo, la primera de las matrices

2 0 0 3 0 0
0o 3 o) o 3 0},
o 0 3 o 0 3

¢ una matriz diagonal y no escalar, micntras que la segunda
es escalar.

Una matriz escalar cuyos elementos diagonales son todos 1
se llama matriz idéntica. Se acostumbra designar con I toda
matriz idéntica cualquiera que sea su orden,
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5. Submatrices. Si en una matriz rectangular 4 se omi-
ten ciertos renglones y ciertas columnas, los elementos restantes
forman también una matriz llamada submatriz de A. Por
ejemplo, la omisién del primer renglén y de las columnas se-
gunda y quinta de la matriz de 4 por 5 del articulo 2 es la
submatriz de 3 por 3

—1 6 —2
2 1 1
4 1 -3

Es de particular interés el resultado de suprimir justamente
un renglén y una columna de una matriz cuadrada A de or-
den n. Se obtiene una submatriz cuadrada de orden n— 1.
Cada elemento a;; de A determina el renglén y la columna
de 4 donde €l se encuentra y se denota con Ai; a la submatriz
obtenida tachando dicho renglén y dicha columna, Por ejem-
plo, en la matriz de 3 por 3 anteriormente mencionada se

tiene
a=(l D), a=( D)

EJERCICIOS ORALES

1. Digase cudles son las matrices Aw, Am, A= en la matriz si-
guiente:

—3 1 —5 —1 6
—1 2 6 —2 0

2 0 1 1 6f
l 4 3 1 -3 2
—1 1 2 3 4

2. ;En qué renglén y columna de Au figura el elemento an
de 42

3. ¢En qué renglones y columnas de As figuran los elementos
¥ au

4. ¢En qué renglén y columna de A figura an?
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6. Detenminantes. Se asociaré a cada matriz cuadrada
4= (as;) un niimero que se llamard el determinante de A
y se denotaré con |4]. Se escribira también [4] = |ay] y

(5) 4] =

.t
y a este simbolo se le llama también un determinante de or-
den n, Las matrices que no son cuadradas no tienen deter-
minante.
El determinante de una matriz 4 = (a) de 1 por 1 se
define como el némero a. Se define también
+ou ™

o G
2 an
n Gx
jass  as

Asi, pues, se han definido los determinantes de orden tres en
términos de determinantes de orden dos.

Ahora se procede por induccién. Supéngase que se han
definido ya los determinantes de orden (n— 1). Entonces
toda matriz cuadrada de orden n, 4 = (ayj), tiene elementos
aiy que corresponden a submatrices cuadradas Ay;-de orden
(n—1). Al determinante 4y, se le llama el menor de ay; y
al nimero B4y = (—1)"*|4y|
el cofactor de ayy. Selecciénese cualquier renglén de 4. Mul-
tipliquense los elementos de éste por sus cofactores y simense
los resultados. Se obtendré el nimero

a8+ aindin + ..+ Giadie

lc

l+ :{=ad-bc,
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Anilogamente, si se elige una columna, se obtiene una suma
@y + @28y ¥ ... + anjbuy.

Se probaré en el siguiente articulo que todos estos ntimeros son

iguales. Este valor comiin se llama el determinante de A.

Se ha dado una expresién de |4| para cada renglén y otra
para cada columna de A. Cada una de estas expresiones se
llama un desarrollo de |4| con respecto al correspondiente
renglén o columna. Todo desarrollo es una suma de n térmi-
nos. Cada término de un desarrollo es el producto de un
clemento de un renglén fijo por su cofactor. El signo (—1)i+5
que se antepone a cada menor |4;;| para obtener el cofactor
84y de ay, es més si la suma de los indices del renglén y la
columna determinados por ai; es par, y es menos si dicha
suma es impar. Asi, pues, los signos van alternando y pueden
presentarse en forma de un tablero de ajedrez. Para n =2,
3, 4 éstos son:

4
+

+1 +1
1+

Los resultados siguientes son simples consecuencias de las

inici No se darén las i formales.

Teorema 1. Si todos los elementos de un renglén o de una
matriz A son cero, entonces |A| = 0.

Teorema 2. El determinante de una matriz triangular A
es igual al producto de los elementos diagonales de A. El de-
terminante de la matriz idéntica de orden n es 1.
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Ejemplos ilustrativos

1. ¢Cules son los menores y los cofactores de los elementos de
Ia segunda columna de
—1

+
4 =
-5

H

——ror

—4]
1
3]
2|

3
0
2
6

Solucién

Usando la técnica de tachar la segunda columna de A para faci-
litar la visualizacién, se puede escribir la submatriz

—1 3 —4

4 0 1
-1 2 3}
—5 6 2

Entonces los menores se obticnen omitiendo sucesivamente los renglo-
nes en turno y son

Ya que 1+ 2 es impar, los cofactores son —d;, ds, —ds, duc
1. Escribase el desarrollo del determinante de arriba con respecto
al tercer renglén.

Solucién
El renglén es (—1 1 2 3). Si se tacha éste, sc obtiene

la matriz
—1 2 3 —4
4 2 0 1)
—5 1 6 2
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Ya que 1 + 3 es par, el desarrollo es:

2 3 —4 —1 35—
+=nfz 0o 1f—ml 4 o 1
16 2 — 6 2|
—4 -1 2 3
+@ ¢ 2 1—@| ¢ 2 o
5 1 9 — 1

III. Complétese el desarrollo del determinante de arriba con res-
pecto a su tercer renglén.
Solucién
El primer determinante se desarrolla, digamos, con respecto al se-
gundo renglén. El resultado es (—2) (6 + 24) — (12—3) = —69.
Desarrollando en forma anloga el segundo se tiene
—4(6 + 24) — (—6 + 15) = —120—9 = —129.
Desarrollando el tercer determinante con respecto al primer renglén
se obtiene
(—1)(4—1) —2(8 + 5) —4(4 + 10) = —3—26—56 = —85.
Entonces el dltimo determinante es
(—4)(12—3) + 2(—6 + 15) = —36 + 18 = —18.
Por consiguiente |4] = 69 + 129 — 170 + 54 = 82.

EJERCICIOS

1. Escribase el desarrollo de los siguientes determinantes con res-
pecto al primer renglén:

2 —1 1 0 @ |t —2 3 4
(&) 0 3 —1 4| 0 1 —1 2|
2 6 —2 38 s —1 2 3
3 —1 4 2 4 4 —4 9
(t) 2 4 0 — (e) 2 1 -3 1
-1 —2 1 z| 1 —1 2 4
3 6 —1 3 4 0 0 0
4 8 0 4 —1 0 2 —3
(e) [0 —1 1 2| “ 12 — 3 5|
2 —1 1 0| 6 0 —1 0]
0 1 —1 2 o —1 2 1
s —1 2 o 11— 2
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2. Escribanse los términos en el desarrollo de los determinantes
del ejercicio 1 con respecto a la tercera columna,

3. Calctilense los determinantes (c), (¢) y (f) del ejercicio 1
usando renglones o columnas de tal manera que se simplifiquen lo més
posible los chlculos.

4. Calcdlense los determinantes siguientes:

(@ 3 —1 —2 @ | 2 1 3
+ 0 1 —1 of
2 5 3| Respc—45. —7 2 1
Resp.: —3,
®) |t —1 2 @ |11 2
3 —2 4 3 4
o 2 —3 4 —1 3
(@ |2 —1 0 1
s o 1 —g
|1 1= 1
|2 =1 5 o Resp.: 0.
® ] 4 —2 5 1!
— 1 .0 —1
I 2 1 -1 1
|1 0 1 —
(@ | 1 0 —1 2
2 1 —2 3
4 3 0 ¢
—1 1 4 3 Resp.: 21
(h) |3 2 1 4
-1 1 1 9
| 2 =5 —4 —10
J 1 6 0 ——l|
@ |— 1 0 1
—2 0 2 1
0 2 —3 0
=7 2 o 9 Resp.: 1.
G -3 2 1 —2
—2 5 3 —1
0 —1 —3 o
— 4 2 9
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k) 10 —1 1
0

—1 2 1
t 0 —1 o
2 1 —1 o Resp.: 3.
m |1 2 -3 4
10 —1 9
3 —1 1 0
—1 1 0 2
m) | 1 2 0 —
2 3 —1 0
0 —1 2 4 Resp.: —
—1 o 4 —1
(n) s —2 2 —4
—2 —1 0§
2 0 5 —3
— 5 —3 —|
) | 1 —1 3 —4
—1 2 0 4
30 4.2
s+ 5 —2 0 Resp.: 154,

7. Demostracién de la igualdad de todos los desarrollos
(ouRso compLETo). Se desea ahora considerar determinan-
tes de orden n para n > 1 y demostrar que al desarrollar cual-
quiera de ellos con respecto a un renglén sc obiene el mismo
valor que al desarrollarlo con respecto a cualquier otro ren-
glén. Esto es cierto para el menor valor de n = 2, pues los
calculos directos lo demuestran, Por lo tanto, se tiene el pri-
mer paso de una demostracién inductiva, Como paso siguiente
se supone que todos los desarrollos de un determinante arbi-
trario de orden (n— 1) dan el mismo némero.

Selecciénense dos renglones de una matriz 4 de orden n
y sean i, k sus indices con i < k. Desarrollando || con respec-
to al renglén i se obtiene la suma

(—1)#¥iag|dus] + (—1)*2apsldis] + ...
+ (1) alan).
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El renglén k de 4 es el renglén (k—1) de cada 4y; ya que
cada submatriz se obtiene al omitir un renglén de A que esté
més arriba del renglén k. Desarréllese cada |4y con respecto
a su renglén k— 1. Las hipbtesis hechas aseguran que los
resultados de estos Gltimos desarrollos sern los valores correc-
tos de |4y;]. Los elementos en el renglén (k— 1) de 4y son
los elementos i de 4 con & 7 . Sustitlyanse estos desarrollos
en la suma original. Entonces se obtiene una suma de n(n—1)
productos con ciertos signos, de la forma ai;a|G], en donde
la matriz G que figura en cada uno de los términos es el resul-
tado de tachar en A los renglones i, & y las columnas j, h.

Cada uno de estos términos a;4ai|G| puede asociarse exac-
tamente con otro término de tal forma que los dos tengan la
misma matriz G. Este seré el término aiax|G| y puede selec-
cionarse siempre la notacién de tal manera que j < k. Si s
hace esto, se ve que el elemento gy, esté en el renglén (k— 1)
y la columna h— 1 de |44], y que el signo correspondiente a
j0|G| es (—1)7:= (—1)*, en donde

s=i+j+ (k—1) + (h—1)

yt=i-+j+k+ h.El elemento ay esté en el renglén k— 1
y en la columna j de |4q| y el signo correspondiente a anay|G|
es (—1)* con u=i+h+ (k—1) +j=t—1. Se sigue
entonces que la suma de los dos elementos mencionados es

(—1)i+i+hHE S . 6]
(6) L bt 16!

Se ha probado que || puede desarrollarse como tina suma de
n(n— 1) /2 términos. Cada uno de ellos es un producto, uno
de cuyos factores es un determinante de orden dos obteni-
do de dos renglones fijos y de todas las selecciones posibles de
un par de columnas. Entonces hay evidentemente C,2=
n(n—1)/2 términos posibles. El segundo factor es el deter-
minante |G| de orden (n — 2) obtenido de 4 al tachar los dos
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renglones y las dos columnas correspondientes y con un signo
(—1)* en donde ¢ es la suma de los dos fndices de los renglo-
nes y de los dos indices de las columnas,

Desarréllese ahora el determinante |4] con respecto al ren-
glén k. Después desarréllese también cada |Au| de acuerdo
con el renglén i. Este es l i-ésimo renglén de 14| y se obtienen
entonces las mismas Cy,, parejas de términos amais|G|,
axa0s|G|. El clemento ay; estd en el renglén i y en la columna
j de A y, por lo tanto, se le asocia el signo (—1)* con ¢ =
k+h+i+ j como antes. El clemento an esté en el i-ésimo
renglén y en la columna (h— 1) de 4y y se le asocia el signo
(—1)*endondew =k + j+i+ h—1=¢—1 Porlotan-
to, las parejas de elementos son las mismas y entonces este
segundo desarrollo tiene los mismos términos y signos de (6)
¥, por consiguiente, valen lo mismo. Esto completa la induc-
cién y demuestra que todos los desarrollos con respecto a los
renglones tienen el mismo valor.

Para probar que tddos los desarrollos con respecto a las
columnas son iguales a los desarrollos con respecto a los ren-
glones, obsérvese que, en primer lugar, los argumentos ante-
riores pueden traducirse simétricamente para probar que dos
desarrollos con respecto a dos columnas arbitrarias son iguales.
Se omitiran estos detalles. Entonces la demostracién quedard
completa si se demuestra que el desarrollo de |4 con respecto
al primer renglén es igual al desarrollo de 4| con respecto a
la primera columna. Estos dos desarrollos tienen el término
an|4y] en comiin. Los otros términos del desarrollo con res-
pecto al primer renglén son (—1)*Fiay|dy| para j=2,...,
7, y los del desarrollo con respecto a la primera columna son
(—1)i+1a,,|4| para i =2,..., n. Desarrollando |ay| con
respecto a la primera columna se obtiene una suma de térmi-
nos (—1)iai|G| puesto que ay, esth en el renglén (i—1) de
Ay, Entonces el término correspondiente en el desarrollo de 4
serh (—1)i+1+ia;a,4|G|. Desarrollando ahora |di| con res-
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pecto al primer renglén se obtienen los términos (—1)iay;|G].
En ambos casos G se obtiene tachando el primero y el i-ésimo
renglones y la primera y la j.ésima columnas de 4, y es exacta-
mente la misma matriz en ambos desarrollos. Ademés los tér-
minos correspondientes
(—1)#*i*a3a,,G|

son iguales a los anteriores. Asi queda expuesto cémo desarro-
llar ciertos determinantes de orden (n— 1) en el desarrollo de
|4] con respecto a su primer renglén, lo mismo que con respecto
a su primera columna. También se ha visto que los resultados
pueden entonces parearse de modo que los términos corres-
pondientes sean idénticos. Esté claro que los desarrollos dan
el mismo valor. Esto completa la demostracién de que los
desarrollos de todos los renglones y todas las columnas de un
determinante son nimeros iguales.

8. Propiedades de los determinantes. La matriz de n por
m cuya i-ésima columna es el i-6simo renglén de una matriz
A de m X n se llama la transpuesta de A y se designa con 4’
(1éase “A prima” o “A transpuesta”). Por ejemplo,

35 6 1 L=
a=|—1 2 0 4 X
—2 1 4 5 § 5 2

1 4 5

En el articulo siguiente se probaré el siguiente

Teorema 3. El determinante de la transpuesta de una ma-
triz cuadrada A es igual al determinante de A.

se Ias siguientes
‘eorema 4. Sea B la matriz obtenida de una matriz cua-

drada A multiplicando uno de los renglones o columnas de A
por un nimero c. Entonces |B| = c|A|.

Teorema 5. Sea B la matriz obtenida de una matriz cua-
drada A al intercambiar dos renglones o dos columnas de A.
Entonges |B| = —|A|.
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Corolario. Si dos renglones o dos columnas de una matriz
cuadrada A tienen elementos proporcionales, entonces |A| = 0.
Teorema 6. Sea B la matriz obtenida de una matriz cua-
drada A sumando a un renglén (columna) de A un muiltiplo
numérico de otro renglén (columna) de A. Entonces |B| = |A|.
El corolario de los teoremas 4 y 5 anteriores se usa en la
demostracién del teorema 6. Por el teorema 4 se tiene |4]
d|D| con dos renglones o columnas en D iguales. Con el inter-
cambio de estos dos renglones o columnas de D se obtiene una
matriz E tal que |E| = —|D|, debido al teorema 5. Pero E y
D son matrices iguales, de donde |D| = —D, 2|D| = 0, |D| =
0, y finalmente |4| =
En el ejemplo slgulente se usardn estos teoremas sobre de-
para indicar un imicnto que puede simpli-
ficar el cilculo de determinantes.

Ejemplo ilustrativo
Calctlese |4] si
1 —2 —3
(-t + 2
"_(—3 1 12 —8
—1 2 —3
Solucién

1 —2 —3 2 1 —2
1 4 2 0 o 2
3 1 12 —4=2[0 —5
-t 2 —8 1 0 0 —6
2 —1 2
5
0
(14

2 —1 3 9
3 2=6-5 3 T 9
—6 3 0 —2 o 1
+15) = 174,
EJERCICIOS

Usar el método indicado para calcular los determinantes del ejer-
cicio 4 del articulo 6.
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9. Demostracién de los teoremas sobre determinantes
(cURSO COMPLETO). Si n =1, la transpuesta de A es 4’ y
4] = |4'|. Supéngase demostrado el teorema 3 para todas las
matrices cuadradas de orden (n— 1) y sea 4 una matriz cua-
drada de orden n arbitrario. Cada elemento a,; del primer
renglén de A determina una submatriz A1y de 4. Entonces ay;
esté en el renglén j y en la primera columna de A’y su sub-
matriz correspondiente es As,". De la hipétesis se sigue que
|4:17] = |4u], y el cofactor del clemento ay; de 4 es igual a
su cofactor en A. Se sigue que el desarrollo de |4’| con res-
pecto a la primera columna es igual al desarrollo de |4] con
respecto al primer renglén. Esto completa la demostracién
inductiva del teorema 3.

Si se demuestra un teorema sobre determinantes en el cual
figuren los renglones de las matrices cuadradas, se puede apli-
car a los renglones de una matriz 4’. Entonces estos renglones
serén las columnas de 4 y, segtin el teorema 3, |4’] = |4]. De
aqui se obtendra el mismo teorema para columnas. Asi, pues,
quedan sélo por demostrar los teoremas 4, 5 y 6 para ren-

glones,
Para probar el teorema 4, supéngase que el i-ésimo ren-
glén de B es cais, cais. .., cain. Entonces se desarrolla ||

con respecto al i-ésimo renglén y se obtiene |4| = ai8u + . ..
+ GiuBin. El cofactor de cai; en B es también 8; y se tiene
B = (cau)8i + ... + (cain) 8in = c|d|, con lo cual queda
demostrado el teorema 4.

El teorema 5 tiene sentido solamente para matrices 4 de
orden n > 1. Sea B el resultado de intercambiar los renglones
iy k de A. Usando el desarrollo de |4| dado en la férmula
(6) se ve que el desarrollo correspondiente para |B| consta
de la suma de Cy,; términos
a8y aw
2y

(7)  (—1) . #El |G| = (—1)*(arjain— assan) [G].
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Estos son los negativos de los términos de (6) y, por consi-
guiente, |B] = —|4].

Finalmente, sea B la matriz obtenida de 4 al reemplazar
¢l renglén i de A por & mismo més ¢ veces ¢l renglén k. Se
desarrollan || y |B] con respecto a sus renglones i:

1] = andi + ... + aindin

1B] = (@i + caa)8sa + ... + (asn + carn) Sin
Entonces
1B] = |A] + c(ansdes + ... + aradin) = |4] + ¢[N|

en donde N es la matriz obtenida de 4 sustituyendo el i-ésimo
renglén de A por su k-ésimo renglén. rx decir, N tiene dos
renglones iguales y, por lo tanto, [N| = 0, y |B = |4].

10. El rango de una matriz. Sean ¢ un entero y 4 una ma-
triz de m por n. Entonces los elementos de 4 que figuran en ¢
renglones y ¢ columnas de 4 forman una submatriz N de orden
t de 4, cuyo dcterminante se llama un menor de orden t de
A. Los elementos de 4 son sus menores de orden uno y los
posibles valores de ¢ son desle 1 hasta el minimo de m y n.

El rango r de una matriz A es el entero mdximo para el
cual existe un menor de 4 de orden r y diferente de cero. Se
puede calcular el rango de A calculando los valores de todos
sus menores, pero es mejor calcularlo usando el teorema si-
guiente:

Teorema 7. Las transformaciones elementales no alteran
el rango de una matriz.

Aqui no se dari la demostracién de este teorema. Puede
utilizarse para calcular el rango de A en la forma siguiente.
Usando transformaciones elementales de renglones o colum-
nas se lleva ]a matriz 4 a una matriz triangular B tal que
bi; =0 para j ,n siempre que by; = 0. Entonces el
wtmerot de glementor diagonales bus, .. ., bey distintos de cero
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de B es el rango de A. En efecto, como slo hay 1 renglones
1o nulos, todo menor de orden r + k de B es cero. Ademés,
B tiene una matriz triangular (cuadrada) T de orden r tal que
IT} = bas... brr 0.

Ejemplos ilustrativos

I Calcilese el rango de

2 4 0 —2

-3 -1 1 0

17 1 —4
2

—2 6 —4
Solucién
1 2 4 0 —2 12 4 0 —
A~<0 17 1_.4)~<o 171 4
=\o 1 7 1 —=4)={o 0 0o 0 o
0 2 14 2 —8 9 0 0 0 o
Resp.: 1=
0
0
2
A
2
2
—2 3 3 5 —4 O
0 0 -5 -8 4 0
ax| 01 2 4 -3 2
0 6 1 2 —4 0
0 —1 —8—12 5 2
0 —1 7 12 -7 2
—2 3 3 5 —4 0
0 —1 2 4 -3 2
0 0 -5 -8 4 0
=l o o0 13 26-—22 12
0 0—10—16 8 0
o 0 5 8 —4 O
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Intercambiando las columnas 3 y 6 y los renglones 8 y 4 se obtiene

EJERCICIOS

Calctlense los rangos de las matrices siguientes:

-112441 z‘zsz

1 CEX-E O N O -

e g B

PET qmgg T e
o NN~ | [ [———— 1T

1y el & e
Y 1
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(m) 10 2 5 1
0 —1 3 1 2
0 1 0 o 3
1 1 —1 o 4
m (1 2 —1 3 1
3 5 1 0 2
1 1 3 —6 o
4 7 0 3 3
1 0 7—15 —1
() (1 1 —2 O
2 1 -3 0
4 -2 —2 0
6 —1 —5 0
7 —8 —4 1

11. Las matrices de un sistema lineal. Una ecuacién li-
neal en las variables x,. .- , #» puede escribirse, después de
agrupar los términos necesarios, en la forma

T et g =k

El primer miembro de esta ecuacién es entonces una forma
lineal en 3, ..., *a, €l segundo miembro es una constante k,
y los coeficientes as, .. ., an s0n néimeros. Se dice que una va-
riable x; aparece expn‘mammrz en la ecuacién si su coeficiente
a; es distinto de cero.

Un sistema lineal es un conjunto de varias ecuaciones li-
neales con diversas variables. Una notacién general para un
sistema de esta clase requiere una notacién tal como i, . . - , ¥
para las variables asi como otra para los coeficientes. La (lti-
ma debe indicar lo mismo la ecuacién en que va el coeficiente
que la variable de la cual es coeficiente. Se usari el simbolo
a3y para indicar el coeficiente de la variable x; en la i-ésima
ecuacién.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n variables x,, ..,
%@ tiene, pues, la forma
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+ @unxa = ko
+ Gprin = k2

au¥; + aix: +
(8) auxs + aaxa + .

onxs + amaxs + .+ Gma¥n = km
en la cual los simbolos ai; y ki representan simplemente nd-
meros complejos. Los nimeros ai; determinan una matriz 4
= (i) en la cual ay es el elemento que ocupa el i-ésimo
renglén y la j-ésima columna. Se dice que A es la matriz de
coeficientes del sistema (8). Si se ndjum.; 2 A una columna

formada por las constantes k..., kn, se obtiene una matriz
de m por n + 1:
a6 an ko
Ar=|m @ ... am k
am Gme amn  kn,

que se llama la matriz aumentada de los coeficientes de la
f6rmula (8).

Un sistema lineal se llama homogéneo o no homogéneo
segiin que los némeros en su columna de constantes sean
todos cero o no. Un sistema homogéneo tiene siempre por
solucién a ¥, = x; = ... = xa = 0. Esta se llamaré la solu-
cidn trivial del sistema homogéneo.

Se convendré en que si el nimero n de variables no es
mayor de cuatro, en lugar de usar xy, %3, ¥, %, se usarh %, y,
2, ¢ en ¢l orden indicado, Esto se hace necesario para que al
preguntar por la matriz de un sistema, como en %, y o bien #,
9, 2, se tenga una respuesta tnica.

EJERCICIOS ORALES

1. ¢Gusl es la matriz de coeficientes de cada uno de los sistemas
siguientes?
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(a) 3x—2 + 4z —
o —rtw

4
(d) 9%x—3y=2:+1
5—6x

2
x 2(y—1) +3(:—2)
() 3x—2+2(y+1)=0
s—2+3(z+1)=3
20+ 1) —5(y—2) +6(z—1) =6
W) 2+x=y+z+2e

3—x=2—z—3x
Sy—%x=-—y+2u+tw

(g) 2(x+1)—3(y—1)=5(z+1)
3x—2=2(x+1)
x—2=y

(h) 25+ 3(z+1) =6(y + %)
3(x—1)+2(y+ 1) =z—1
4x+1)+y—2=2

2. ¢Cudl es la matriz aumentada de cada uno de los sistemas

del ejercicio oral 1
3. ¢Qué sistemas del ejercicio oral 1 son homogéneos?

12. Solucién por climinacién y sustitucién. Un sistema
lineal puede tener una solucién tinica, muchas soluciones o
bien no tener ninguna solucién, En todos los casos se puede
resolver el sistema mediante un proceso conocido como el de
solucién por eliminacién y sustitucién.

Con este procedimiento se seleccionan una ecuacién y una
variable x; que aparezca en ella explicitamente, Entonces se
restan miltiplos de esta ecuacién a las restantes m — 1 ecua-
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ciones para eliminar x; de todas ellas. Se obtiene entonces un
sistema lineal de m — 1 ecuaciones en el cual x; no aparece,
y 1a ecuacién original en la cual x; aparece. Este nuevo sistema
de m ecuaciones de n variables tiene exactamente las mismas
soluciones que el sistema dado y se dice que es equivalente a él.

Se procede ahora a modificar las m — 1 ecuaciones en las
cuales no hay x; para obtener m — 2 ecuaciones en las cuales
no aparezca una segunda incégnita x;, usando para ello una
ecuacién en la cual x; aparezca explicitamente. Este proceso
de eliminar sucesivamente variables terminara en cierta etapa.
Se examinara ahora el resultado final y se hablaré de las ecua-
ciones restantes como de las ecuaciones finales.

Puede suceder que en cierta etapa de la eliminacion todas
las variables desaparezcan en alguna ecuacién y se llegue a una
proposicién numérica falsa, como, por ejemplo, 0 =5—4.
En este caso el sistema de ecuaciones no tiene solucién y se
dice que el sistema es incompatible o inconsistente.

Cuando el sistema tenga una solucién Ginica, se tendré siem-
pre m=n, y las m—n ecuaciones finales tendrén al cero
como término constante y todos los coeficientes de las va-
riables serin también cero. Las n ecuaciones finales restantes
serén tales que en una primera ecuacién apareceré explicita-
mente una sola variable, en una segunda aparecera solo una
variable adicional explicitamente, en una i-ésima ecuacién
aparecer4 explicitamente una i-ésima variable més, etc., y en
Ia Gltima ecuacién aparecer4 explicitamente una n-ésima va-
riable. Se puede entonces resolver la primera ecuaeién para
la primera variable y sustituir el resultado en las ecuaciones
restantes deshaciéndose asi de esta variable. El proceso de re-
solver y sustituir se puede entonces continuar y se llega a una
solucién #nica como resultado final.

En el tnico caso restante, el proceso de eliminacién con-
duce a un sistema de 7 = m ecuaciones finales significativas
de tal suerte que las restantes ecuaciones finales tienen todos
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los eoehcxemcs cero, m como los termmas consmntes En una
del. una va-
riable que ya habré sido eliminada de las demds ecuaciones.
En una segunda ecuacién aparecers explicitamente una segun-
da variable que habré sido eliminada de las restantes m — 2
ecuaciones. La i-ésima ecuacién contendra explicitamente una
i-£sima variable que habra sido eliminada de las restantes
m—i ecuaciones, y la r-ésima ecuacién, una r-ésima variable
cuya eliminacién de las restantes m — r ecuaciones (si las hay)
vuelve a éstas idénticamente nulas. Se puede entonces resol-
ver el sistema de las 7 ecuaciones significativas finales para
variables como funciones lineales de las n— r variables res-
tantes, y se dird entonces que las ccuaciones son dependien-
tessin>r.

Se tiene ahora una nueva especie de solucién para un siste-
ma de ecuaciones, No se trata de una solucién numérica que
conste de una coleccién (c,..., ¢a) de nimeros que satisfa-
gan las ecuaciones, sino de una coleccion de formulas que
expresan r de las variables como funciones lineales de las res-
tantes n—r variables. Estos resultados son soluciones en el
sentido de que si las Gltimas n— 7 variables son sustituidas
por niimeros arbitrarios y se calculan entonces los valores co-
rrespondientes de las primeras r variables, la coleccién que
resulte serd invariablemente una solucién del sistema. Obsér-
vese, por otra parte, que la decisién de cusles son las r varia-
bles que se resuelven, por lo general, no est4 impuesta por el
problema, sino que depende enteramente de quien sea cl que
resuelve el sistema.

Puede demostrarse que el nimero 7 ya mencionado es el
rango de la matriz de coeficientes del sistema lineal y que
el sistema es consistente si y slo si r es también el rango de la
matriz aumentada del sistema. No se probaré este resultado
pero se usard en el ejemplo ilustrativo IV y debers ser aplicado
en el ejercicio 2.
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Ejemplos ilustrativos
1. Resolver el sistema lineal:

x— y+ 3
3x—2y + 7z
x4 3y—32

Solucién

Designando con Ei, B, Es a las ecuaciones, respectivamente, fér-
inese 3E,— E; para obtener —y + 2z = 4, y Ey— E; para obtener
—4y + 6z

4(—y + 22) — (—4y + 62,
También y=2—4=2y x

IL Resolver el mlzma lineal:

Bk

Sx+ 3y + 3=

Solucién

Foruaule B F ol 4= 8= 10,y e E,—5E,

se obtiene 8y — 122 . Los coeficientes de las dos ecuaciones

o proporcoale, as ecuaciones orlginales ton dependientes y las
3:—5 247

soluciones pueden expresarse como y =

2
IIL Resolver el sistema lineal:

x— y+ 3z

x+3y—3z

5x+ 3y + 3z

Solucién

Procediendo como en el ejemplo ilustrativo 1T se obtiene 4y — 62
—10, y usando E;— 5E, se obtiene 8y — 12z = —19. Restando cl
doble de 4y—6: 710 de 8y — 12z = —19, se obtiene 0 = 1. El

sistema es inconsi
V. “Demostear que Jas ccuaciones del sistema lineal del ejemplo
anterior son inconsistentes calculando los rangos de las dos matrices.

glones. Nétese que s hardn realmente las mismas operaciones que en
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111, pero se trabajark sélo con los coeficientes que forman los ren-
glones de una matriz en lugar de hacerlo con las ecuaciones.

Solucién
1 —1 3 6 1 —1 3 §
a*=(1 3 —3 —4)=l0o 4 —6—10
5 3 3 11 0 8—12—19
1 —1 3 6
=(0 4 —6-10)
o o o 1

y A*® tiene rango r* =3, y, por lo

Entonces 4 tiene rango r
tanto, el sistema es inconsistente.

EJERCICIOS

'ada uno de los siguientes sistemas lineales tiene una solucién
Gnica. Calcilese ésta.

(a) x— y+2

—Ix+ 2+ Resp.: (2, —1, 1).

Resp.: (1, 0, —S5).

3x+ Sy+2 [
s+ HHu= 1
75+ 11y —30 Resp: (2, —4, 7).
(g) —8x+2y+ z—2

—2x+ 3y + 32— ¢

—y—3e
x4y 2+ 9
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Resp: (—1,—2,2, 1).
(i)

i)

Resp.: (3,2, 1,0).
(k)

w

3c+y  +%= 9 Resp.: (—1, 0,2, 4).

2. Usar ¢l método del ejemplo ilustrativo IV para determinar cué-
les de los siguientes sistemas de ccuaciones son consistentes:

(a)

()

=2, r* = 3, inconsistente.

(c)

(d)

2, consistente.

(e)
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) x+ y+2—1= 3
22— y+ z+ 1= 1
5—5y—4z + 5t =—T
4x—5y— z+5t= 3

=2, r* =3, inconsistente.

()

(k)

B3r—dy+z+2=1  Resp:
3. Resolver los siguientes sistemas:
(a) x+y+ z

* =3, consistente.

Resp.: (0, 0, 0).

Resp.: Inconsistente.

Resp.: (0,0, 0).

Sx+ y+3—2=0
6x+3 —n=0 Resp.: (%e, —t, —%t, 0).
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) x— ytzt t=
3x—2 42
£+ ytz
—xt ybr— 1=

G) =+ y—3:z+ t=1
22—ty  +u=2

nn

1
3
—1
0

0
3 Resp.: (0,0,0, 1).
k) =+ y+

3x +

Tx—3y—4z=1 Resp.: Tnconsistente.

13. Solucién con determinantes. La matriz de un sistema

(9) s+ o+ @ =k
anxy + ot e =k

Gty oo Gunkn = ke

de n ecuaciones lineales con n variables es una matriz cuadra-
da 4y tiene un determinante d = |4]. Sea 4; la matriz ob-
tenida de 4 al sustituir la columna j por la columna de las
constantes, y sea d; = |4;]. Entonces si r,,..., ra €5 una so-
lucién del sistema de la formula (9) s puede demostrar que
(10) dry=d;.

En efecto, sea B, la matriz obtenida de 4 al multiplicar
la columna j de A por r;. Entonces |B| = dr. Altérese By
agregando a su j-ésima columna r; veces la primera columna,

72 veces la segunda, ..., 7j.y veces la columna (j—1), 7
veces la columna (j + 1),..., ra veces la columna n. Sea 4;



Art. 13]  SOLUCION CON DETERMINANTES 271
la matriz resultante. Segin el teorema 6, |B;| = |4;|. Pero el
j-ésimo elemento del renglén i-ésimo de 4; es

@ury t @irs + ..+ Giata = ki,

y 4; es la matriz anteriormente definida. Esto prucba la for-
mula (10).

Si d 540, las soluciones del sistema de la férmula (9) es-
t4n univocamente determinadas por la férmula (10), esto
es, el sistema se satisface solamente para x; = d;d—'. Si d = 0
y alguna d; 540, el sistema es inconsistente. Sin embargo,
puede seguir siendo inconsistente en caso de que d = d; =
dy=...=dy,=0,

Se indicard cémo puede usarse la formula (10) incluso en
el caso de que d =0, en los ejemplos que siguen, Se obser-
varé ademés que el método es aplicable al caso de m ecua-
ciones con 7 incégnitas.

Para finalizar se observa que un sistema homogéneo tienc
siempre la solucién trivial x,=x =...=x=0y que si
éste consta de n ecuaciofes y d 7= 0 entonces ésta es la tinica
solucién. En efecto, d; tiene una columna de ceros y dy = 0,
dx;=0,d5£0, x; =

Ejemplos ilustrativos

I Resolver el sistema lineal
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ast que x = —1. Andlogamente
16 3 |1 6 3
= 14 =0 —4 -——2[
—4 ._a 0 —10 —s}
1 —1 ‘1 —1 4
d=3 —2 M = 1 —4
13— in 4 —10)
asfquey=2yz=
Solucién 2
Se calcula x = —1 como anteriormente y se sustituye, obteniendo
Ias ecuaciones
—y 3= 7
—2y+ =17

Resolviendo con determinantes se obtiene

|17 7!

B

Entonces 3z =7+
IL. Resolver e sistem. ffncal

x—y+u= 6

e+ 3y —3=—4

5 +3y+ 3= 10,
Solucién
Se calcula
1 —1 3 |1
d=|t 3 —a— —4(—6)’2
5 3 {o 8 —12

1
2|-o.

Se desprecia la Mnma ecuacién y se escriben las dos primeras en la

forma
x— y=—32+6
x+3y= 3%z—4.
Resolviendo por determinantes se obtiene
-8 +6 —1
S:—4 3| _ —9:+18+43:—
=
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as como y =} + (3z—4) — (32 + 6)
satisfacen idénticamente 2 la tercera ecuacion.
1IL Resolver el sistema
x— y+%= 6
x+3y—3=—4
5x+3y+ 3= 1L

Solucién

Como anteriormente, d = 0, y procediendo de la misma manera

o —3+7  _%+5

se obtiene x = ————, y=— .

2 2

ma ecuacién se tiene
Sx+8y+ 3= —15:+ 35+ 9+ 15+ 6= 22, 60 =22,

o cual es una contradiccién. Por o tanto, el sistema es inconsistente.

IV. Resolver el sistema

Sustituyendo esto en Ia dilti-

2%— y— =z
4x+ y—1lz
s—Sy+ 72=0.
Solucién
Se calaula
2 ot ) |2 g
a=fe 1-n|=| s. o«ér so|‘ =
1 —3 7] =5 0 ”T 3
Escribiendo las ecuaciones primera y Ghkimd como
u—y= &
F—3y=—7r

y resolviendo con determinantes se obtiene
z — 1 — 2 1
7 —8| _ |1 —3| 1 —7f-

= — 2y —3

==Lz i
1
EJERCICIOS
Resolver los ejercicios del articulo 11 usando determinantes.

14. Fracciones parciales. Toda funcién racional p(x)
puede expresarse como un cociente de dos polinomios en x.
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Usando el algoritmo de la divisién se puede expresar p(x) en
ta forma
(=)
ey = 1)

pl) = #) + s
en donde (x), f(x), g(x) son polinomios en x y ademés el
grado del numerador f(x) cs menor que el grado del deno-
minador g(x).

Supéngase ahora que cs posible descomponer en factores
&(x) y escribirlo como un producto de potencias de sus dis-
tintos factores irreducibles. Entonces se puede expresar p(x)
como una suma de ¢ (x) y cierto nmero de las llamadas com-
ponentes fraccionarias.

El procedimiento aplicado utiliza solamente la solucién
de un sistema de ecuaciones lineales, y por esto es una apli-
cacién de los resultados de este capitulo.

Si p(x) es un factor irreducible de g(x) y m es su multi-
plicidad, entonces habré uria suma correspondiente de m com-
ponentes fraccionarias

ha(x) | ha(x)

hn(x)
pix) - p()? i

p(x)

Cada uno de los polinomios h(x) estd determinado de tal
forma que su grado es menor que el grado de p(x), y las
ecuaciones lineales que se resuelven son ecuaciones lincales en
los coeficientes de los polinomios hi(x). No s daré aqui la
demostracién de que existen las soluciones ni la discusién ge-
neral del proceso para hallar las ecuaciones. Los métodos se
presentarin adecuadamente en los cjemplos que van a conti-
nuacién, Obsérvese que en el caso en que se permitan coefi-
cientes reales los poliromios p(x) ser&n cuadréticos o lineales
y los polinomios hy(x) correspondientes serén lineales o cons-
tantes.
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Ejemplos ilustrativos

I Expresar la funcién racional
—2¢ + 158 — 205 + 13
(x—1)¥x+2)
como una suma de componentes fraccionarias.
Solucién
Multiplicando se ve que el denominador es
Heod =3 52
Dividiendo se tiene
< o+ 9 —10e + 9
plx) S e T
(x—1)(x + 2)
y usando el teorema de arriba se escribe
—2¢ + 97 —105+9 a b
(x—1)"(x + 2) (x—1)* (x—1)*
con 4, b, ¢, d nbmeros por determinar. Entonces
—26 4 0F—10x + 9 = alx + 2)+ blx—1) (x +
+elx—1)(x + 2) i d(x—1)"
Esta es una identidad polinomial y, por lo tanto, se igualan los coefi-
cientes de las potencias &, , x, 1 de x en los dos miembros, usando
(x—1) =& —82+3%—1; (x—1)(x+2) =
(x—1)(x +2) = # + x—?2, para obtener el sistema lineal

2

—3x+ 9,

2—2+2%— d

Las soluciones son entonces @ 3.
Observacién: Se puede simplificar el trabajo dando salores a x.

Si se usa el valor x = 1, se obtiene

3a=6,
y dando el valor —2 a x se obtiene
(—2)(—8) +9(4) +20 + 9= 81 = —274,

y asf se tiene d = —3. La solucién se completa usando el coeficiente
inicial, obteniendo —2 = ¢ +d, ¢ = 1, y si a x se le da el valor 0,
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9=2 —2b+2—d,9=4—20+2+3
Respo: p(x) = —2 +

1L Expresar

2
(x—1)*

P L o P}
p(x) EER

como suma de componentes fraccionarias.

Solucién
Se escribe
<+ fx +
sy b patd Lty
@+1) F41 -2

obteniendo
A5 + 3+ 3 —dx— b) (2 —

+ (ex +d)(# + 1)(x'-—z) + (tt‘+fx+g)(x‘+ 1%
Sin embargo, la factorizacién usada obliga a que 4, b, c, d, c, fe
sean nimeros racionales. Se hace #* = —1, x = i, y se obtie
—1+5—3—5—3%i—4i=—4+7i= (m+b)(—‘~2)
=a—2b— (b + 2a)i.
Entonces a—2b = —4, 2a+ b =7y a =2, b = 3. Las ecuaciones
resultan entonces
P4+ +30
Entonces ¢i + d =

(ex+ d) (£ + 1)+ (e + fx + g) (& + 1)L
)y e=d=0, el +fr+g= 1.

2x+3 241
#F+1) T A—2

Resp.: p(x)

EJERCICIO

Expresar las funciones racionales siguientes como suma de compo
nentes fraccionarias:

3(< + 1)

(a) m Resp.:
® (t+l)(x‘+l)

20 + 8x—8 4x 2
« CrOEEh Rt ¥ i T e
(d)

2+ 4x
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(e)
)
()
(k)
(i)
(i)

(k)
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17x 4+ 28 17

Rispigss im b AT
e e —at ) T 2+2)

R " 4 9 + 11
Py i S
5°—3
1 3 1
i i e e
ek 20 4 1
42" —x
2 —x*'—5¢" + 2x + 4
(#—4)(2x—1)
Resp.:
24 —10x + 5
(2x+1)(zx—1)’
({+ 1)' Resp.:
£—1
i
*+1 16x + 1 8x

.o

(x‘+4)' CEOHrETY

(x+2)(b‘+21+2)
(x—

R —10x + 4 + 1
! !
(x‘+h+5)' e (F+4x+5° F+ax+5
 + 5x -
(x+2)(x’+0)
x+1

m i
35—

x‘+31'

*—10 2




CAPITULO X

MATRICES Y FORMAS CUADRATICAS
(curso comrLETO)

1. Productos escalares. La teoria de las matrices suele
presentarse en cursos més avanzados. La técnica que en ella
se usa es tan simple como muchas de las técnicas hasta aqui
presentadas, y es de bastante importancia para que valga la
pena hacer una exposicién de la misma, la que sc hard omi-
tiendo las demostraciones de algunos de los teoremas princi-
pales y considerando este capitulo como opcional.

Aunvectora = (ay,..., a) scle llamaré vector n-dimen-
sional, o de dimension n, y a sus clementos ay, - .. ,ax se les
denominaré coordenadasde a. Entonces se puede interpretar
« como un punto de un espacio geométrico de dimensién n,
cuyo origen es el vector cero (0, 0,...,0).

El producto escalar de « y otro vecmx B=(by...,bs),
también de dimensién n, es el nGmero

(1) af’ = aiby + arbs + ... + by

Esta definicién es tal que af’ = fa’. La norma de  es el pro-
ducto escalar

() a =at+ ...+

y se dird que « es un vector unitario si aa’ = 1. Nétese que

el vector e, cuya i-ésima coordenada es 1 y cuyas demés coor-
denadas son cero, es un vector unitario,

278
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Dos vect.res a 'y B se dice que son ortogonales si af’ = 0.
Los vectores ay, ..., a se llaman ortogonales dos a dos si
aiaf = 0 para toda i  j.

Un vector cuyas coordenadas sean todas reales se llamar?
un vector real. Ua vector real distinto del vector cero tien:
norma ae’ positiva, v la raiz cuadrada positiva r = Vad e
llama la longitud de a. Entonces el productor escalar del vec-
tor a por el némero 1/7 es un vector unitario

® Loafmm o)

Por consiguiente, @ = ru, es decir, todo vector real distinto de
cero es el producto del escalar r por un vector unitario .

Sip = (4s...,un) ¥ ¥=(01,...,0s) son vectores uni-
tarios, su pmducm esm]ar satisface la mlacién
(4) A==t

No se trataré de dar aqui la demostracién de esto, pero obsér-
vese que implica que pv’ es el coseno de un 4ngulo 0 entre
0y = radianes. Se diré que 6 es el dngulo entre los vectores
unitarios p y v. Entonces si @ = ru y B = sv son dos vecto-
res arbitrarios no nulos, se define el dngulo 0 entre @ y § como
el 4ngulo entre los vectores unitarios 4 y v. Esto da la férmula
of

5. €080 = ———.

(5) Ve Vi
Cuando af’ = 0, el coseno de 6 es cero y § = /2 radianes.
Entonces los vectores a y # pueden considerarse como perpen-
diculares entre si y ésta es la razén por la cual se dice que a
y B son ortogonales cuando af’ = 0.

Ejemplos ilustrativos

1. Calcular af’, donde
a=(1 —2 3 4 y B=(@2 1 —3 2.
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Solucién
af'= (1:2)+ (- 2:1) + (3:—3) + (4:2) = —1.
Observacisn: En los casos en que las coordenadas de a y 8 fueran

decimales, serfa conveniente colocar los vectores en la siguiente forma,
para facilitar los cAlculos:

IL Calwlara= (2 —6 18  6) = ru, donde p es un vec-
tor unitario,
Soluciin

ad’ = 4 + 36 +324 + 36 = 400 y r=20,
1 —3 9 3
"""(ﬁ o T m)

EJERCICIOS ORALES

1. (a) Calcular las notmas de los vectores (2), (3 0 2),
@—1 3),(3—1 4 2),(¢4 1 3-1), 0 1% %

(5) Galcular las longitudes de los vectores de arriba.

(c) Expresar cada uno de los vectores de arriba como el producto
de su longitud por un vector unitaio.

2. Demostrar que los siguientes vectores son ortogonales dos a dos:

(a) (1 —1 2),(1 38 1), (=7 1 4

() (1 1 1, (1 —1 0),(1 1 —2)

() (1 2 3,1 —5 3,3 0—1)

@ (2 1 0,(—=1 2 1, -2 3

2. Producto de matrices. El producto 4B de dos matri-
ces A y B no estd definido a menos que el nimero de columnas
en el factor 4 de la izquierda sea igual al nimero de renglo-
nes en el factor B de la derecha.

Se define el producto AB de una matriz de m por n

A= (ay) (i=L..,mj=1...,n),
por una matriz de n por ¢
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B=(bp) (j=1,...,nk=

t),
como la matriz de m por ¢

6) C=dB=(w) (i

TN

enla cual
W) Gk = aibux + Gisbex + . .. + Ginbu.

Asi, cada elemento de la matriz del producto 4B es la suma
de los  productos de los n elementos de un renglén de 4 por
los correspondientes elementos de una columna de B. Esta
definicién se llama la regla de renglén por columna para la
‘multiplicacién de matrices, .

Nétese que si @ = (218,...8a) y B = (bibs...bs) son

‘matrices de 1 por n, el producto de matrices

by a

o = (a0r. i an)| ¢ | =Bl = (bibs...b)

ba an
es el producto escalar definido en el articulo 1. Esta es la ra-
z6n de la notaci6n usada. Se ve también que el elemento en el
renglén i y la columna k del producto de matrices AB es el pro-
ducto escalar del renglén i de A por la columna k de B.

No se ha dicho nada acerca de que la definicién de pro-
ducto de matrices implique que cuando estin definidos 4B y
BA éstos sean iguales. En efecto, incluso BA puede no estar
definido aunque lo esté AB. Sin embargo, aun cuando 4B y
BA sean ambas matrices del mismo orden, éstas pueden ser
diferentes. Por ejemplo,

6o 96 9
¢ 9 96 9
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Las matrices cuyos clementos son todos cero se llaman ma-
trices cero y se representan con ¢l simbolo 0. Ellas tienen la
propiedad de que 04 = A0 = 0 para cualquier matriz de m
Ppor n y matrices cero de orden adecuado, Puede también su-
ceder que el producto de las matrices 4 y B distintas de cero
sca cero. Por ejemplo,

1 0\o 0\_(0 o

o oo 1)% o
Las matrices identidad o matrices uno son aquellas ma-
trices cuadradas cuyos elementos diagonales son todos 1 y

cuyos elementos no diagonales son todos cero, Estas matrices
se representan con . Entonces,
IA=AI=4

para todas las matrices 4 de m por n y las correspondientes I
de m por m cuando I esté como primer factor, y de n por n
cuando 1 es el segundo factor. Finalmente, se enunciaran los
siguientes resultados, sin ®fectuar las demostraciones:

Teorema 1. La multiplicacién de matrices es asociativa, es
decir, si AB y BG estdn definidas, se tiene (AB)C = A(BC).

Teorema 2. La matriz transpuesta de un producto
AsA; . .. A, de matriceses igual al producto A/Ay' . .. A/AY
de las transpuestas de los factores, en orden inverso.

Teorema 3. El determinante de un producto de matrices
cuadradas es igual al producto de los determinantes de los
factores.

Teorema 4. El rango de un producto de matrices no exce-
de al rango de ningiin factor.

Ejemplos ilustrativos
I. Calcular
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Solucién

ea=(0-2) +(1-3) + (2-—1),

=(0-—1) + (1-0) + (2-2),
(—2-2) + (1:3) + (1-—1),
(—2-—1) + (1-0) + (1-2),

IL Caleular ¥ = AX, donde

() ()

Solucién

w=2e+2+z
v= —x + 2 —2
w= 2 —y—2s
UL Caleular AB y BA, donde

1
2) B=@# 2 3).
—3

Solucién

1V. Calcular 4B y BA, donde

s 1 E)
"_(—1 —t

283
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Solucién

a=(4 ()6 )
w2 D2 5

V. Calcular AB y BA siendo B la transpuesta de 4 y

1
—1 ).
—2

2 2 1
2 —2).
—2 2 2 —1 —2

Por lo tanto, 4B = BA en este caso.

EJERCICIOS

1. Calcular 4', B, C' = (AB)’ asi como B'A’ siendo 4, B las
matrices de los ejemplos ilustrativos 1, I11, 1V.

2. Calcular (4B)C y A(BC), donde

112
_(2—1 3 o
A—(l s 1) aa( 2 0 —1),

—-1 1 3
o0 —
c= 12 1
0o 3 2

3. Calcular los siguientes productos de matrices:

“@ (5 A
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(%) a b a
b —a be
The —(.’r) ¢ 0 —(a
(c) d —b
( )(_‘
(d) 2 —t 2 —1 1
1 2 3 —11 8 —7
—2 —4 5/\—8 6 —5
(e) 12 3 1 —2 8
14 5 1 -2 3
—2 2 o/\—1 2 3
(] 2 1 10 1
3 2 (4 2 1)
-1 1
(&) (3 —1 3 2 1)
2 o)1 o 3
13
) 2 3 —1
( 0 s) ‘2 0
13

@ f2 0 1\/2 0 0 10 —1
o 1 o)fo-1 o o 1 0
1o 1f\o 0 1/\—1 o 2

4, El producto de dos matrices diagonales es una matriz diago-
nal. ¢Cusles son los elementos diagonales?

3. La inversa de una matriz cuadrada. Una matriz cua-
drada A4 se llama no singular si su determinante es diferente
de cero. Entonces existe una matriz inica A7, llamada la
inversa de 4, tal que el producto

Adr=4-A=1
es la matriz identidad con el mismo nimero renglones
que A. Segiin el teorema 3, se tiene |[I| = |A]|A—‘| Pero |1}
=1y, por lo tanto, se tiene el siguiente:
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Teorema 5. El determinante de A es el inverso del de-
terminante de A,

También se tiene (447")" = (4~*)’A’ = I’ = I. Este re-
sultado se enuncia como teorema.

Teorema 6. La inversa de la transpuesta de una matriz
A es la transpuesta de A=,

Ya que (4B) (B—'A—") = A(BB—") A~ = AA— =1, se
tiene el caso particular de un teorema que se da a continuacién
sin demostracién adicional.

‘corema 7. La inversa de un producto AAs...A. de
matrices cuadradas no singulares es igual al producto
AT ATAT
de sus inversas en orden contrario.

Dos matrices 4 y B de m por n se llaman equivalentes si es
posible llevar la matriz A a la matriz B mediante una sucesion
finita de tmmlormauane: elementales. Entonces se enunciard
el siguiente:

Teorema 8. Dos matrices A y B son equivalentes si y sélo
si existen matrices no singulares P y Q tales que B = PAQ.

En efecto, supéngase que una sucesién de transformacio-
nes de renglones y columnas convierten la matriz 4 de m por
n en B. Apliquense todas las transformaciones de renglones a
la matriz identidad de orden m para obtener una matriz P y
todas las transformaciones de columnas a la matriz identidad
de orden n para obtener una matriz Q tal que B = PAQ.

La inversa de una matriz cuadrada de orden dos estd dada
por las férmulas:

® a=( )

ad —be#0,

A=
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La inversa de una matriz cuadrada 4 de orden n para n > 2
puede también expresarse mediante una férmula que contiene
al determinante de A y a los cofactores de los clementos de 4,
pero es preferible calcular 4~ resolviendo un sistema de ecua-
ciones lineales, Se dard esta solucién en el articulo siguiente.

EJERCICIOS ORALES

1. Dar las inversas de las matrices
2 3 5 —2 3 1
G2 CED G

2. ¢Cuil es la inversa de una matriz diagonal cuyos elementos
son todos distintos de cero?

i ol
o

4. Transformaciones lineales. Si 4 = (a;;) cs una matriz
cuadrada de orden n, se puede formar un sistema lineal aso-
ciado .

aus + Guaxs oot Gt =91
) anxy + apxs + ...+ Gpxa =2

amxy + ageXs ...+ Guakn = Yne
Este sistema lineal es equivalente a la ecuacién matricial
AX =Y,
donde
X1

(10) x=|1}

*n n
Si |4] 40 y, por lo tanto, existe 4—*, multiplicando la Agual-
dad AX = Y por A—* por la izquierda se obtiene X = A—Y.
Asf, pues, si se resuelve la férmula (9) para
tendrén las ecuaciones
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byt puys t ot paye
(n %2 = pays + prya Tt ponya

*n = pm¥r + puays + . panyn,

equivalentes a la ecuacién matricial X = PY, donde

P Pin

(12) p=|tn Pon

b ban

Esto muestra cmo clcular 4~ resolviendo un sistema lineal.

Las ecuaciones de las fémulas (9) y (1) se llaman las

iones de una transf ( énea) lineal no sin-

gular. Si se interpretan los niimeros i, . . ., %, como las coor-

denadas de un punto, entonces la férmula (9) expresa las

coordenadas 3. . . , ya del mismo punto relativas a un nuevo

sistema de coordenadas en funcién de las coordenadas ‘anti-

guas. Las ecuaciones de’la formula (11) se llaman la forma

resuelta de las ecuaciones de la férmula (9). Ellas expresan las

coordenadas antiguas xi,. .., ¥, en funcién de las cordena-
das yy,. .., Y.

Ejemplo ilustrative

2 —2 —1
a=(1 —2
1 —1

Solucisn
El sistema de ecuaciones (9) da

Calcular 47 si

o~

22— r=u
s+ y—2u=v
i—c=uw

Elimfnese z para obtener
22y
—x+

— w,
v—2w.
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Entonces
—(x—2) —2(—x +) = x = —(u—w) — 20— 20)
—20 + 5w,

También
y=x+o—2w=— —u—20 + 4,
ast que

—1 =2 5

-1 —1 s

—1 —2 4

Puede comprobarse la respuesta calculando el producto A4~ o A-'4.

EJERCICIOS

Calcular las inversas de u. siguientes matrices A y comprobar los
resultados calculando AA™ = 1.

(a) 2 10 @ $ —8 &4
-3 -2 0 — 7 -1
4 1 1 3 -3 4
®) (3 5 ¥ (h)
12 2
o 0 1
(@ 45 4
2 1
0o 0
0
) 11 -3
10 1
-1 2 1
(e) (

o~

PP
Ll
@

~—"

[z
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m s 2 0 —1 I\ () y~1 0 0 —I
—1 1 1 o 1 1 3 0
( 1 1 z) ( o 1 2 —1)

6 -2 3 115
(n) 2
)

(71

1

5. Matrices semejantes. Si A = (a;;) es una matriz cua-
drada de orden n, se designard con 4 — xI el resultado de la
sustraccién formal de x a todos los elementos de la diagonal.
Es decir,

=~¢@_N
|
sl
el
sl

(13) A—xl
an—X a2
@z @22 — X
=|aa 52
An apz " Qs .. Qpn— X

La matriz de los niimeros obtenida al reemplazar la variable x
de la férmula (13) por un nitmero d se denotari con 4 — dl.

El determinante caracteristico de una matriz cuadrada 4
es el polinomio en x con cocficiente inicial 1 dado por

(14) F(x) = (—1)"4—xl|.
La ecuacién F(x) = 0 se llama ccuacién caracteristica de 4
y las raices dy, ..., dy de ésta se llaman raices caracteristicas

de 4, las cuales forman el conjunto que consta de todos los

niimeros d; tales que

(15) |4—d;l| =0
Una matriz cuadrada B se dice que es semejante a una

matriz A si existe una matriz no singular P ta! que B=P—14P.

Se sin iones, los resultados
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Teorema 9. Las matrices semejantes tienen el mismo de-
i ico y, por consiguiente, las mismas raices

caracteristicas.

Teorema 10. Las -aices caracteristicas de una matriz dia-
gonal D son los elementos diagonales de D.

Teorema 11. Toda matriz simétrica real es semejante a
una matriz diagonal.

Teorema 12. Toda matriz cuyas raices caracteristicas sean
diferentes es semejante a una matriz diagonal.

El teorema 10 implica que si una matriz A es semejante
a una matriz diagonal D, los clementos de la diagonal de D
son las raices caracteristicas de 4. La colocacién de estos ele-
mentos en la diagonal de D es realmente arbitraria. Supéngase
dada la matriz 4 y que se quiera determinar cuindo 4 es se-
mejante a una matriz diagonal D. Primero se determinan las
raices caracteristicas de 4 y, por consiguiente, una matriz dia-
gonal D. Entonces se busca una matriz no singular P tal que
(16) AP =PD.
Si Pj es la columna j de P, la columna j de PD es el miiltiplo
escalar d;P;. La columna j de AP es AP, y la férmula (16) es
equivalente a n sistemas lineales homogéneos, cada uno de n
ecuaciones y n variables, Estos sistemas se pueden expresar en
forma matricial como
(17) (A—di)P;=0  (j=1,...,n).
Siempre es posible resolver estos sistemas y determinar P.
Suando A no es semejante a D, ningtin conjunto de soluciones
de las ecuaciones de la férmula (17) dard una matriz no
singular P.

Ejemplos ilustrativos
1. Hallar las rafces caracterfsticas de

0 7 —6
4={=1 4 0)
0 2 —2
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Solucién
x 7 —
F(x) = (—1)1—1 44:0 =
0 —x—2]
0
—1
0
¥, por lo tanto,
y(x)—(.+z)(1 ‘t+7)—lz- P2 —x+ 2
#—1). Repidi=1,d=2dy=—1

1L Demmmr que la matriz del ejemplo ilustrativo 1 es seme-
jante a una matriz diagonal.
Primero se resuelve el sistema homogéneo
—x + Ty—6z
—x+ 3
2y—3:=0,
cuya matriz es 4 — I. Entonces x = 3y, 32 = 2y y la primera colum-
na es un miltiplo escalar de 9, 3, 2. El sistema con matriz A — 2I da
—x+2y =0, 2y—4z="0, de donde x=2y—4z, y la segunda
columna puede tomarse igual a 4, 2, 1. Finalmente, el sistema con
matriz A—4I da —x+4y=0, 2y—z=0, de donde x =4y,
= 2y. Por lo tanto, puede tomarse

9 4 4
p=(3 2 1) 7
2 1 2

1o es semejante a una matriz diagonal.

Solucisn
El determinante caracteristico de 4 es (x—1)"(x—2) y dy = ds
1. Por consiguiente, las columnas primera y segunda de P se ob-
tienen resolviendo el sistema lineal con matriz 4 — I. El sistema es
»=0=zy las dos columnas primeras de P son necesariamente pro-




Art. 5] MATRICES SEMEJANTES 203

porcionales. De aqui, 4P = PD implica que |P| = 0, de donde 4 y
D no son semejantes.

EJERCICIOS ORALES

Hallar I

los
de las matrices siguientes:

“ G ) N (_3 B 3)
0

y las rafces

(b) 1 (g) 0 o 0
(1 1) (o 0 a)
o o o
(I ) (5 0 0O
G o (o K 1)
o o 2
(d) ( 0 1) i) 13 4
12 4 0 —9 a)
0 0 5 0
0o 0 1
(e)

9
EJERCICIOS

1. Calcular las raices caracteristicas de las siguientes matrices:
(a) [ (<) 3 —2 0
0 0 1 -2 2 =2
—6 5 2 0 —2 1
® [0 0 @ (1 2 3
0 1 2 —1 1
1 0 3 —4 2
() 0 —I
0 —4
0 —6
1 Resp.:

0
1
0

o~oco0 com




294
) (m —4 2)
(8 9 —6 2

—6 8 —4
2 —4 4
(h) 0 1 0
o 0 1
-1 1 1
G) (0 0 —6
10—
0 1 4
i) o 1 0
o 0 1
o 0 o
1 4 —6
*) o 1 o0
-2 3 0
4 6 0
9 10 1
0} i 5
1 6 8
o 0 o 3
01 —2

MATRICES Y FORMAS CUADRATICAS

[Cap. X

Resp.: 1, 4, 16.
Resp.: —1, 2, 3.

[

1

0

2

3
Resp: 1, —1, 2, —3.

2. Hallar una matriz diferente de cero P tal que AP = PD para
cada matriz del ejercicio 1, donde D es la matriz diagonal cuyos ele-
mentos diagonales son las rafces caracteristicas de A. Decir en cada
caso cuéndo 4 es 0 no semejante a D.

11
Resp. (. (: y
1 1
1 2
Rep (:P=[2 1
2 —2

6 —3

Resp. (: P=(—5 -2

—2
z), A'y D son semejantes.
—1

1

1
: ;), TR
1 1

) Ay D son semejantes.
1
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—13 1 1 =7
Resp. (1): P= ("; j‘] z _;), Ay D son semejantes.
0

10

6. Formas cuadriticas. Una forma cuadrdtica de n va-
riables es un polinomio con n variables cuyos términos son
todos de grado dos. La forma cuadritica més general con una
variable es ax?, donde a es un nmero y x una variable. La
forma cuadritica general con dos variables, o binaria, puede
representarse como

[(x, 9) =ax* + 2bxy + c*

donde a, b, ¢ son nimeros, Un polinomio puede ser conside-
rado como una matriz de 1 X 1. Entonces {(x, y) puede ex-
presarse como un producto de matrices

fen = (5 4)(5)

La forma cuadritica general fernaria o con tres variables
e f(x, 3, 2) =ax + by? + cz* + 2rxy + 2oxz + 2y,
Puede expresarse como el producto de matrices

a v s\[x
fly2)=(x y z)(v b, 1)(7)
s t e, z

Una forma cuadritica en %, Xs,..., % es una suma de
términos ayjxix; para i, j = 1,..., n. El coeficiente de x;* es
el nlimero ays. El coeficiente total de xix; = x;x; es ayy + aj.
Es costumbre escribir este coeficiente total como el doble de
un nimero que se designaré ahora como ay, teniendo asi iy
= ay;. Entonces la forma cuadritica puede expresarse como
un producto de matrices

f(x. .., xm) = X'AX.
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Aqui A = (ai;) s una matriz cuadrada de orden n y simé-
trica, s decir, tal que ayy = ays para toda pareja de indices
i, j. Se tiene también

x

Xz

5 xax), K=
;..

es decir, que X” es la transpuesta de X.
A la matriz simétrica A se le llama matriz de la forma cua-

drdtica f(x,,...,%) = X’AX, y su rango sc dice que es el
rango de f(x;,

Ejemplos ilustrativos
L. Hallar la matriz de la forma cuadritica
3¢+ 2uy.+ 3yz + 52

Solucién
Tomando x = x,, y = %, 2 = x, se tiene

3 1 0
a=(1 0o %
o % 5

11 Hallar la matriz de

20+ Sxy + 65" + Bxz + pt + 52 + xx + 2z

Solucién
1(x, 3, 2, 1) = 22 + 65" + 52 + OF + 2(%) 2y + 2(36)xz -+ Oxt

+0yz + 2(%)yt + 22t y
2 %
=[(% 6 %
AR
0 %

—od
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EJERCICIOS ORALES
Hallar las matrices de las formas cuadréticas sigaientes:
(a) 26+ y—dxy—dyz
(b) —25 + 4" + 62 + 2uy + 6xz2 + 63z
(c) 42+ 5 — 82 + dxy — 4xz + 83z
d) 38 —3y— 57— 2y —4xz—byz
(e) 38—y +A—xy+ 22+ 3y
(f) 20+ y —Bxy— 3yz + 6xz
(g) 3xy— 5 —yr—>5xz
(h) 4zx+y+zy+2+ 3z
(i) 2 —y + 22— 20y + 9zt + 4t
(i) xy+ e+ xt + 3yz + 5t
(k) 2xy+ 2t —5 4 yr—zx—¢
W) 2+7+2+0 2xy+2u~2ﬂ +xt
(m) (x—1)'—(y—2)"+ (22—1)*

(n) 4(x+y) — (26— 1)' —x(y—2)

7. Equivalencia de las formas cuadréticas. Sea
f(¥1,- ., %») una forma cuadritica tal que f(x,...,%s) =
X’AX donde X es una matriz de una sola columna y 4 una
matriz simétrica.

Escribase

(18) Ll x=py,

donde P = (pyy) es una matriz no singular. Entonces
1(%1- .., %) = (PY)’A(PY) = Y'(P'AP)Y = Y'BY
&y
es una forma cuadritica en ¥, . .. , y» con matriz
(19) B=PAP.

Por lo tanto, una transformacién lineal con matriz P reempla-

za una forma cuadritica de matriz A por una forma cuadrd-
tica con matriz PAP.
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Se dice que dos formas cuadriticas [(x1,...,%) ¥
¢(%s,..., %) son equivalentes si existe una transformacién
lineal no singular (18) que transforme f(xi,...,%) en
4(%1r---» 7). Se dice que dos matrices simétricas 4 y B son
congruentes si estén relacionadas como en la férmula (19).
Entonces, dos formas cuadrdticas son equivalentes si y s6lo si
sus matrices son congruentes.

Puede probarse que dos matrices A y B son congruentes si
y s6lo si puede encontrarse una sucesién de transformaciones
elementales en los renglones de 4 tal que, seguida de la su-
cesién de transformaciones correspondientes en las columnas,
lleva a 4 en B. Se supondra este resultado, asi como el si-
guiente:

Teorema 13. Toda forma cuadrdtica f es equivalente a
una forma euadrdtica diagonal bix,* + ... + bux,* donde

bibs...b, 0,
bry =...= by = 0yres el rango de la matriz de f.

En el estudio de las formas cuadréticas con coeficientes
reales, se permiten solamente transformaciones lineales cuyas
matrices consten de elementos reales. Supéngase que se ha lle-
vado una forma cuadrética real f a la forma diagonal equiva-
lente byx,* + ... + b,x,* Entonces el nimero de coeficientes
positivos entre by, . .., by es siempre el mismo, sin que importe
qué forma diagonal se haya obtenido, y a este niimero natural
se le llama el ndice de f. Se sigue que dos formas cuadrdticas
reales son equivalentes si y s6lo si tienen el mismo rango y el
mismo indice.

Un valor de una forma cuadrética real es un nimero reai

flen - s0n).
Se dice que (%1, .., %) es una forma positiva si todo valor
F(1y--+»cn) =0, y que f(x1,..., %) es una forma negativa

5i —f(cty--,¢n) €5 positiva. Puede demostrarse que
(xsy-+ - » %) es positiva si'y sélo si su indice es igual a su rango.
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Una forma cuadritica f(x, . .. , %) se llama positivamente

definida i f(cs,. .., cn) > 0, excepto cuando
e B Bl = 0

Esto ocurre cuando y solamente cuando n es el rango
y el fudice de f(xy,...,%). Cuando todos los valores de
(51 s %) excepto (0,0,....,0) son negativos, se dice
que f(¥y...,%) €5 negativamente definida y esto ocurre
cuando —f(%s, .., %) es positivamente definida,

Ejemplo ilustrativo
Caleular el indice de la forma cuadrética
Kz 3 2) =48+ 9 + 28— 20y + 102z — dyz.
Solucién
La matriz de la forma cuadritica es
4 -1 5
a=({—1 1 —2)
5 —2 2

Intercambiando los dos primeros renglones y después las dos primeras

columnas, se obtiene
1 —1 -2
-1 4 5)
-2 5 2

Se suma el primer renglén al segundo y el doble del mismo primer
renglén al tercero, obteniéndose

1 —1 —2
o 3 3)
0 3 —2

Restando al tercer renglén el segundo resulta

1 —1 =2
o 3 3)
0 0 —5
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Entonces la teoria general expresa que las transformaciones correspon-
dientes de columnas llevarén esta matnz a

10 0
0 3 o),
0 0 —5

que es congruente con A. Luego el rango de f(x, y, z) es tres, su in-

dice ea dos,  f(x, 7, z) es equivalente 2 la forma cuadritica diagonal
£+ 3 — 52

EJERCICIOS

Usense transformaciones elementales que incluyan solamente ni-
meros racionales para hallar formas cuadriticas diagonales equivalen-
tes a cada una de las formas cuadréticas siguientes. Decir el rango y
el indice en cada caso.

(a) 62+ 14y + 2 + 20y — 20z — 63z

(b) 2 + 99 + 62 + Bxy + 2xz + 8yz

(c) 22+ 3y +162 + 4xy —8Bxz

(d) 2xy—4yz

(e) #—2xy + 2 —dy'— 32

() 4xy—dyz—6xz

(8) 2(xy+yz +zt)

(h) 524135 + 2 + 165y — 29z

(i) 135 + 65— 22 — ¢ — 29t + Bxy— 2t

(5) 58 —2xz+ dxt + Y —dyz + 2t — 22— 2t — "

8. Matrices ortogonales. Una matriz P se llama ortogonal
si PP = I, Entonces la transpuesta de P es la inversa de P.

Resulta claro que los renglones de una matriz ortogonal
son vectores unitarios y ortogonales dos a dos. Como PP’ = I
implica que P’P = 1, las columnas de una matriz ortogonal
son también vectores ortogonales dos a dos y unitarios.

Si P es una matriz ortogonal y D una matriz diagonal cu-
yos elementos diagonales son d, . . . , da, entonces la columna
j de PD es d veces la columna j de P. Entonces, el médulo
de la columna j de PD es d; y las columnas de PD son todavia
vectores ortogonales dos a dos. Sin embargo, los renglones de
PD ya no serén, en general, ortogonales dos a dos.
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Teorema 14. Sean i, .. ., a t vectores reales n-dimensio-
nales ortogonales dos a dos. Entonces t =n y existen n—t
vectores @y, . . ., @y tales que los vectores ay, ..., an son OT-
togonales dos a dos.

Corolario. Sean as,...,a, vectores reales seleccionados
como en el teorema 14. Entonces la matriz P, cuyo renglén i es

(20)

es una matriz ortogonal.

Teorema 15. El producto de dos matrices ortogonales es
u 1a matriz ortogonal.

Ejemplos ilustraticos
1. Hallar una matriz ortogonal P cuyo primer renglén sea un mil-
tiplo escalar de (1, —1, 2).
Solucién
La ccuacién x—y + 2: = 0 tiene a ¥ = y = 1, z = 0 como una
solucién. Entonces, (1 , 1 0) es un vector ortogonal para
(1 —1 2).Unveetor (x y ) ortogonal simultineamente

a(l —1  2)y(1 1 0) satisface las ecuaciones
r—y+2=0
Xty 0.
Se ve que y = —=, 2¢+ 26 = 0, = y = —x, y los renglones de Ia
matriz
1 —1 2
1 1 0
1 —1 —

son ortogonales dos a dos. Reemplazando los renglones por vectores uni-
tarios miltiplos escalares de aquéllos, se obtiene una matriz ortogonal.
1

Sl e sl

SILSl-S

3
que es una solucién-del problema planteado.
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1I. Hallar una matriz ortogonal P cuyos dos primeros renglones

sean maltiplos escalares de (2 1 —2), (1 2 2).

Solucisn

Se resuelven las ecuaciones

2%+ y—2

s+ +2u=0

Entonces 3x + 3y = 0, x = —y, 2t —x = x = 2z, de donde x = 2,
» =—2,2=1 cs una solucién. Los renglones de

2 1 =2
1 2
2 —2 1

son ortogonales dos a dos, y una solucién del problema es la matriz

ortogonal % &
P=(% % %)
% —% %

EJERCICIOS

1. Hallar una matriz+ortogonal cuyo primer renglén sea un mil-
tiplo escalar de

(@) (1 —1) (d) (1 —1 1) (g (=8 1 1)

) 2 1) () (1 1

(@ (— 0 (M a1 2

2. Hallar una matriz ortogonal cuyos dos primeros renglones sean
miltiplos escalares, respectivamente, de los renglones de las matrices
siguientes:

Bl ) R O S
B O R G (O )

AR
#ELLF ) A

1

1

. )
“6 i

ebimn
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9. Reduccién ortogonal de una forma cuadritica. Una
transformacién lineal ortogonal es una transformacién lineal
X = PY, cn la que P cs una matriz ortogonal. Entonces, la
forma resuelta de esta transformacién es ¥ = P'X, que se ob-
tiene de X = PY simplemente cambiando los renglones por
las columnas en la matriz de coeficientes P.

Si X, y X son dos vectores cualesquiera (de columna),
entonces su producto escalar es Xy'X;. Los vectores transfor-
mados son Y, =PX, Y,=PX,y Y/'Y,=X/'PP'X,=
XX, Ast pues, una transformaciér lineal ortogonal conserva
los productos escalares de cualquier pareja de vectores. Por
lo tanto, conserva la longitud dc un vector, ast como los 4n-
gulos entre dos vectores,

Si P es una matriz ortogonal, sc tiene PP’

1,

=P

=1, Se dice que una transformacién ortogonal es una
rotacién de ejes si [P|’=1, y que una forma cuadrética
[(%1,.., %) cs equivalente bajo una rotacién de ejes a
8(¥1y 0 evy¥n) s

{31000y 50) =X AX =g(3,...,92) = V'BY,
donde B = P'4P, PP’ = I, |P| = 1. Entonces se puede enun-
ciar el siguicnte:

Teorema 16. Toda forma cuadrdtica real
= X'AX

£(x1y. . %

es cquivalente bajo una rolacidn de cjes a una forma cuadrd-
tica diagonal dyx,*+. . .+ dyxy?, donde dy, .. . , dq son las rai-
ces caracteristicas de la matriz simétrica real A.

La matriz P sc determina como en el articulo 5 mediante
Ia propicdad de que la columna j-ésima, P; de P es un vector
unitario tal que (4 — d;I)P; = 0. La propiedad |P| = 1 pue-
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de obtenerse cambiando el signo de todos los elementos de
una columna de P si es necesario. En el caso n = 3 se escribird
f(x,9,2) = ax® + by* + 2 + 2rxy + 2uxz + 2ys
y las ecuaciones de la rotacién de ejes serdn
2= 02+ Ay + A
(21) ¥ = wx ey + pd
2= vx + vy + vt
La forma resuelta de esta ccuacién es
* = Ax+ py + vz
ax + pay + vaz
&= Xax + psy +vaz.

(22)

De aqui
ATttt = At s
¥ se resuelven los sistemas

Ay A
(23)  (A—di) (;A\) =0, (A—dal)(m) =0,
" v
Ay
(A—dd)(u:) =0,
v

donde dy, ds, ds son las raices de F(x) = — |4 —xI| = 0.

Attt vt =1

Ejemplo ilustrativo

Hallar la forma cuadrética diagonal a la cual puede llevarse

(5, 3, 2) =38 + 4 — & — 120y — Bz + 43z
mediante una rotacién de ejes, y dar las ecuaciones de esta rotacién.
Solucién
La matriz de f(x, y, ) es
/3 —6 —4

a=(—6 4 2)

— 2 —1
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Su funcién caracteristica es

—
2
—1—3
|—x —9 —6 4
=|l-+2 4—x—2 |
0  ; 1+ x|

y
F(x) = —202(x + 9) — 4(—2x + 2)]
+ (14 x)[(x+9)(x—4) + 6(—2x +2)]
—2(10x + 10) + (x + 1) (£ —Tx—24)
5+ 1) (F— T —44) = (x + 1) (x + 4) (x—11).

Entonces f(x, , 7) s transformard en —x"—4y” + 112 bajo la
rotacién de ejes requerida. Se resuelve e sitema de cruaciones
AN — 6 —4n

—6h + 5 + 2
—An+ 2m
con matriz 4 + I para obtener = 2k, —6h + 100 + 20 =
n=—2\. A, la primera columna es un vector unitario que es
miltiplo escalar de 1, 2, —2. EI sistema de ecuaciones con matriz
A+4les
The— b — 4rs = —6h + B +' 20 = —4hs + 2u+ In =0
y —5h + 101 = 0, A — 4p: = 2, de donde Ia se-
gunda columna es un miltiplo de 2, 1, 2. Finalmente,
—8ha— b — s = —6ha—Ths + 2 = —4hs + 2u—12n

(S 2m) + (—6h— Tpo + 2) = 10— 10 =0 y
N = —p, 6pa— Tas + 2n = 0, s = 2. El determinante
12— 10 0
2 1 2=|2 —8 6=—21,
2 2 1] |2 & —3|

y deben cambiarse los signos de una de las columnas, Cimbiense los
signos de los elementos en la Gltima columna. La longitud de cada
vector de las columnas es VT + 4 + 4 = 3, y la matriz de la rota-
cibn de cjes es
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Las ecuaciones de la rotacién de cjeg en forma matriial son X =Py,
donde X y ¥ son vectores de columia y, por consiguiénte, las ccua.
ciones resultan L) 5 2
T T
== =

ity —
5i- .

3

Se tisaton los renglones de P fomo coeficientes. Los denominadores en
cada columna, en este ejercicio, son iguales, pero en otros pro-

a8, los denominadores de coluimna distintas wrén," por-lo gene-
ral, diferéntes; "L columinas de P ison los coeficientes en la forma
resuelta s . PR
= BITE = i
PO ) H EW

y puede ser preferible dar Jas respuestag cn esta forma. Notese, final-
mente, que si P'AP = D, la suma de los clementos diagonales de A
es igual a la suma de los elemenios diggoales de D. Esto se debe a
que esta suma, con signo opuesto, es el coeficiente de x™* en la ecua-
cibn caracterisiita CoffiGn. Bste resultads & Gfil ‘para commprobar lo
resifltados. La miitrlk P o éssinica s * fsticss

70" 30 Vodad Hiferenies; Cuando estas' raices son todus' diferenites] P
es finica, excepto por el cambio de signo de cualquier. par“db’ s

EJERCICIOS

. Hallar! ina. rotacién de cjes que lleve {(2yy, ) auna forma gua-
drética diagonal g{; ¥/, ¥') ewcadaiuno delos casos siguientes. Com-
probar los resultadesem l6d casos-en que no.se den lag respuestas,
mostrando que AP = PD, donde P es la matriz de la rotacién de
ejes, 4 es la magriz de (%, y,z) y D e la matriz de g(<, ¥/, 7).

(a) =28+ 5 i dxyi—dy.

i 2ty 265 8
B Mo et i 5
(8)" = F6 + Bay + i + 63 4
(e) f=42+y—82 + 4xy—4xz + . A

& Respic g 7 557 + 2" — 1027
VB¢ = 2+ 5, VB = —xck 2y + 1,
V30 = x— 2y + 5z ¢
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(U)JL S S 249 7 6
(o) (23059 + 720y + B

1 YW by —Byn i

(g) 1= 52+ 55+ 32— 2up + 20z + 2. -
Respo: g= 567 + 6y + 250

=x+y—2e

+2xy—-2xx—-4)u. =y —u";
2 —y+z, /3y V2 =yt

oY
!:) L‘v 5x’ 21 4208k Day 21— Ay,
2+ 2y — 2 + Bry — ez — bz
i O Respii g = — ™2y + 125
—xt 2t

5
’+7+2t‘+2x;'-—2y:< i
(m) [=12¢—6)' — 4712y + 129z,

- Resp.: g = 14" 129"
x— 3y — 1z, \/Tiy =x+ 2+ 35 .

7 4 67+ 6
ety

H 2By ¥
3yt 422 2zt Qay S
‘10 Feittorizaciofi' dé una hatriz simétrica positiva. Toaa

{nmémca positiva 4 'ddiite n faktorizacion’

,,] ey el .
rangaw d: A Un méwda pau delermmr F lhuudo mmzda
.

vo al final de este zrticulo Se emmcuri (:in d:mwnulc). "
el -siguienter. i ; = ! -3

«Teorema, 17.. Sta A = FF, doz-lc F es. lmn m
columnes:y 1:exvel rango. de A.-Entonces A= GG'.para una
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matriz G de r columnas si y sélo si G = FU, donde U es
una matriz ortogonal de orden r.

Si A = FF’, 1a matriz B = F'F es una matriz simétrica de
orden 7, y por el teorema 2 existe una matriz ortogonal V' de or-
den 7 tal que

(24) VBV = D,
es una matriz diagonal. Pero si H = FV, la matriz
(25) D, = V'FFV = H'H.

Se sigue que si yi, - . . , yr son las columnas de H, entonces
(26)  wn=0 wWn=d (iFihi=1...,0.
También V'V’ es la matriz identidad de orden r y

(27) HH' = FVV'F = FF = A.

Se obtiene asi una factorizacién 4 = HH' tal que las colum-
nas de H son ortogonales dos a dos.

Se puede escribir
(28) A = HH' = PDP,
donde P es una matriz ortogonal de orden n cuyas primeras 1
columnas son & = Vdi 7y y D es una matriz diagonal de
orden n cuyos primeros r elementos diagonales son d;, . .. ,d
y sus elementos diagonales restantes son cero. Puesto que
@i, ., a son vectores unitarios ortogonales dos a dos, P exis-
te y PDP’ incluye solamente las primeras 7 columnas de P.
Asf, pues, los ntimeros yi'yi, que son las sumas de los cuadra-
dos de los elementos en las columnas de H, son las raices
caracteristicas no nulas de 4 = FF’ y también las raices ca-
racteristicas de F'F.

Esta teoria establece que para obtener las raices caracte-
risticas no nulas de una matriz simétrica 4 de orden n y de
rango r < n, puede factorizarse 4 = FF’ y formar la ma‘riz
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no singular simétrica F’F de orden r. Entonces las raices carac-
teristicas de F'F serén las raices caracteristicas no nulas de A.
También ascgura que si se encuentra una matriz ortogon:l
¥ tal que VBV cs una matriz diagonal, entonces las column s
de H = FV serfn crtogonales dos a dos y 4 = HH'.

Del procedimiento antes descrito se obtiene lo que se llama.
una factorizacion ortogonal HH de A. Es de valor pricticc
solamente en el caso en que r es considerablemente menor que
7,y no se darin ejercicios para ilustrar el proceso.

Ejemplo ilustrativo

Factorizar la matriz

5 7 8
7 17 —3 6
3 —3 9 —6

6 —6 5

Observaciones: Si A es una matriz simétrica positiva real de orden
'y de rango r, existe entonces una matriz cuadrada real, B, de orden n
y de rango r tal que 4 = BE'. La matriz B puede tomarse como la
matriz obtenida de una matriz triangular mediante cualquier permu-
tacién de sus renglones y columnas. Entonces exactamente r columnas
de B serén distintas de cero y estas columnas, en cualquier orden,
forman una matriz F tal que 4 = FF". En ¢l ejemplo considerado y
cn los cjercicios propuestos a continuacién hay una solucién F con
némeros enteros. Se enfoca la atencién en los clementos diagonales
de A y se localiza un renglén de una posible B con un solo elemento
distinto de cero, buscando el correspondiente elemento diagonal x*
Esto determinar una columna de B, y entonces se pasa a un renglén
de B con dos elementos, a lo sumo, distintos de cero y con uno de
ellos conocido. Los elementos diagonales correspondientes de A deter-
minarén el orden.

Solucién

Ya que an =9, se toma el tercer renglén de B igual a
(3 0 0 0).Eltercer renglén de A= BB es 9 —6)
y asi el primer renglén de B s (1 —1 3 —2). Asf sc ha determi-
nado la primera columna de B y s¢ puede tomar
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/ Enfonces —1'F2y=17, y
o 16 + 7,

Los resultados ume]znlu “de o ejerciclos siguientes deben verificarse
calculando FF'.

R, . EJERCICIOS
o !uwmar |u ‘matrices' siguientes: +. .
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OBRAS AFINES:

ALGEBRA SUPERIOR
H.S. Hall
S.R. Knight

Es una continuacion del-algebra elemental, donde
o eornas, emas, jemplo y iticis e e

Tl epeciadad temitica es ctordads o A
gebra superior en forma amplia, minuciosa y a
fondo. En los primeros captulos muestca azones,
proporciones, anliis combinaoro y progresc-

 pesteriormente, desarrala ol mitodo de dife
rencias a partr de la formula de diferencia finita;
roducir al lector en la tesis de
e b incluye un estudio elemen-

s psaa T o da | conver-
gencia y divergencia de series, tema que por
dificultad comprensiva, se apoya en un breve
captul sobr linites y formas indeteminadas;
para luego, exponer las proporciones mds
de la teorfa de las ecuaciones.

ALGEBRA SUPERIOR
Marie J. Weis:
Roy Dubisch

Es una revision de la edicion original escrita por
Marie Weiss, a la cual, se le incluyeron capitulos
que cubren (Gpicos como la independencia y
dependencia lineal de vectores, los productos
fntermos de vectores y ¢ conceplo do base y
dimensi6n de un espacio vectorial

De igual forma, se presenta una introduccién
at slgebra abstracta; ademas de abarcar los aspec-
tos elementales de mayor importancia en fa mate-
ta: domiios enteros, anls, campos, grupos,
espacios vect

e v tonar e 5 e itaron s
explicaciones sof
e ilustraciones explicitas de las defini

En suma, por 1 transicion gradual del texto,
esta obra es una base sélida para efectuar trabajos
posteriores en otros campos de las matemticas.




£l desco de que el alumno se inicie cuanto antes en el analisis
del clculo infinitesimal, origina que el estudio del algebra
sea, en ocasiones, un curso incompleto.

Al respecto, la presente obra reorganiza el material de
ilgebra para escuelas superiores con el fin de mostrarlo
como un todo concreto y unificado.

Dé igual forma, ajusta los temas del dlgebra superior a su

propia unidad bisica consistente en la observacion de los

stemas numéricos de las matematicas elementales, los po-
linomios y funciones aliadas, identidades algebraicas, ecua-
ciones, y sistemas de ecuaciones.

Asimismo, expone con exactitud fas definiciones y teore-
mas sin omitir amplia explicacion de cada tema; ademas,
destaca la técnica y los conceptos relevantes con suficientes
ejemplos y ejercicios.

La obra comprende 10 capitulos, de entre los que se
encuentran: identidades y aplicaciones, vectores en el plano
y ecuaciones; para asi concluir con un experimento pedagé-
gico (matrices y formas (u.\dmlu'h), en respuesta a las
1 las por parte de y psico-

logos.

il

1'8404 1
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